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ข้อท่ี 1.  [10 คะแนน] 
a) พิจารณาเอนโทรปีของแต่ละกระบวนการ 

  Δ𝑆!→# = 𝑄$ 𝑇$⁄ ,   Δ𝑆#→% = 0,   Δ𝑆%→& = −𝑄' 𝑇'⁄ ,   Δ𝑆&→! = 0   

จาก ∆𝑆 = Δ𝑆!→# + Δ𝑆#→% + Δ𝑆%→& + Δ𝑆&→! = 0	จะได้ 𝑄$ 𝑇$⁄ −𝑄' 𝑇'⁄ = 0 หรือ 𝑄' 𝑄$⁄ = 𝑇' 𝑇$⁄  

งานท่ีได้คือ 𝑊 = 𝑄$ − 𝑄' เราสามารถหาประสิทธิภาพได้ดังน้ี  

𝜂 = 	
𝑊
𝑄$

=
𝑄$ − 𝑄'
𝑄$

= 1 −
𝑄'
𝑄$

= 1 −
𝑇'
𝑇$

 

 

b) กฎข้อท่ี 1   
𝑄$ 	= 		 ∆𝑈 +𝑊	

= 		0 + 0 𝑝𝑑𝑉
(!

("
	

= 	𝑅𝑇$0
1
𝑉
𝑑𝑉

(!

("
	

= 	𝑅𝑇$ ln 7
𝑉#
𝑉!
8 

 

c) เม่ือใช้  𝜂 = 	𝑊 𝑄$⁄ 	จะได้ 

𝑊 =	𝜂𝑄$ = 71 −
𝑇'
𝑇$
8𝑅𝑇$ ln 7

𝑉#
𝑉!
8 = 	𝑅(𝑇$ − 𝑇') ln 7

𝑉#
𝑉!
8	

 

d) กําหนดให้ 𝑥) = 𝑉) 𝐴⁄ 	(𝑖 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) แสดงตําแหน่งของลูกสูบท่ีปริมาตรต่าง ๆ เร่ิมต้นจากจุด 𝑎 

ระยะทางท้ังหมดท่ีลูกสูบเคล่ือนท่ี 1 รอบคือ 
𝑠 = (𝑥# − 𝑥!) + (𝑥% − 𝑥#) + (𝑥% − 𝑥&) + (𝑥& − 𝑥!) 
= 2(𝑥% − 𝑥!)	

=
2
𝐴
(𝑉% − 𝑉!) 

       เม่ือใช้อัตราเร็วเฉล่ีย 𝑣̅ เวลาท่ีลูกสูบในการเคล่ือนท่ี 1 รอบคือ 

𝜏 =
s
𝑣̅
=

2
𝐴𝑣̅

(𝑉% − 𝑉!)	 

 

e) เราสามารถเขียน 𝑉% ในรูปของ 𝑉# ได้โดยใช้ความสัมพันธ์แอเดียแบติกในกระบวนการ 𝑏 → 𝑐 : 

𝑇$𝑉#
*+, = 𝑇'𝑉%

*+,	
𝑇$𝑉#

-// = 𝑇'𝑉%
-//	

𝑉% = 7
𝑇$
𝑇'
8
//-

𝑉#  
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   ดังน้ัน  

𝜏 = 	
2
𝐴𝑣̅

I7
𝑇$
𝑇'
8
/
-
𝑉# − 𝑉!J =

2𝑉!
𝐴𝑣̅

I7
𝑇$
𝑇'
8
/
- 𝑉#
𝑉!
− 1J 

กําลัง 𝑃 = 𝑊 𝜏⁄  :  

𝑃 = 		
𝑅(𝑇$ − 𝑇') ln L

𝑉#
𝑉!
M

2𝑉!
𝐴𝑣̅ NL

𝑇$
𝑇'
M
/
- 𝑉#
𝑉!
− 1O

	= 		
𝑅𝑇$
𝑉!P
0"

⋅
𝐴𝑣̅
2
⋅
L1 − 𝑇'

𝑇$
M ln L𝑉#𝑉!

M

RL𝑇$𝑇'
M
//- 𝑉#

𝑉!
− 1S

 

เม่ือเขียนในรูปของพารามิเตอร 𝛼 = 𝑉# 𝑉!⁄ > 1 และ 𝛽 = 𝑇$ 𝑇'⁄ > 1 จะได  

𝑃 = 		
𝑝!𝐴𝑣̅
2

⋅
71 − 1

𝛽8 ln 𝛼

𝛽//-𝛼 − 1
 

ซ่ึงสามารถเขียนในรูป  

𝑃	 = 	𝑝!𝐴𝑣̅ ⋅ 𝑓(𝛼, 𝛽),											𝑓(𝛼, 𝛽) = 	
71 − 1

𝛽8 ln 𝛼

2(𝛽/ -⁄ 𝛼 − 1)
 

 

f) เม่ือ 𝛼 ≫ 1 เราสามารถประมาณ 𝛽/ -⁄ 𝛼 − 1 ≈ 𝛽/ -⁄ 𝛼  ดังน้ัน 

𝑓 = 	
71 − 1

𝛽8 ln 𝛼

2𝛽/ -⁄ 𝛼
=
ln𝛼
2𝛼

Z
1

𝛽/ -⁄ −
1

𝛽2 -⁄ [ 

จากน้ันใช้ 𝑑𝑓 𝑑𝛽 = 0⁄  เพ่ือหา 𝛽 ท่ีทําให้ 𝑓 สูงสุด : 
𝑑
𝑑𝛽

Z
1

𝛽/ -⁄ −
1

𝛽2 -⁄ [ 	= 	0 

−
3

2𝛽2 -⁄ +
5

2𝛽3 -⁄ 	= 	0 

𝛽	 = 	
5
3
 

กําลังมีคาสูงสุดเม่ือ 𝛽 = 𝛽∗ = 5 3⁄    

กราฟระหวาง 𝑃 และ 𝛽  เป็นดังน้ี 

 
ค่า 𝛽∗ = 5 3⁄  ตรงกับประสิทธิภาพ 𝜂∗ = 1 − 1 𝛽∗⁄ = 2 5⁄  ซ่ึงเป็นประสิทธิภาพท่ีกําลังสูงสุด  
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g) ใช้ 𝑊 = 𝜂5𝑄$ = 𝜂5𝑘(𝑇$ − 𝑇$5 )Δ𝑡 และ 𝑃 = 𝑊 2Δ𝑡⁄  : 

𝑃 = 	𝑘
𝜂5

2
(𝑇$ − 𝑇$5 ) = 𝑘𝑇$

𝜂′
2
Z1 −

𝑇$5

𝑇$
[ 

ต่อไปเราจะพยายามเขียน 𝑇$5 𝑇$⁄  ในรูปของ 𝜂 และ 𝜂5 

เน่ืองจาก 𝑎 → 𝑏 → ⋯ → 𝑎 ผันกลับได้ ดังน้ัน 𝑄$ 𝑇$5⁄ = 𝑄' 𝑇'5⁄  และ  𝜂5 = 1 − 𝑄' 𝑄$ =⁄ 1 −

𝑇'5 𝑇$5⁄  จากการพิจารณาการนําความร้อนในข้ันตอน 𝑐 → 𝑑 เราสามารถเขียน 𝑄' = 𝑘(𝑇'5 − 𝑇')Δ𝑡    

𝑄'
𝑄$

=	
𝑘Δ𝑡(𝑇'5 − 𝑇')
𝑘Δ𝑡(𝑇$ − 𝑇$5 )

 

1 − 𝜂′ = 	
𝑇'5 − 𝑇'
𝑇$ − 𝑇$5

 

1 − 𝜂′ = 	
(1 − 𝜂5)𝑇$5 − (1 − 𝜂)𝑇$

𝑇$ − 𝑇$5
 

(1 − 𝜂5)𝑇$ − (1 − 𝜂5)𝑇$5 =	 (1 − 𝜂5)𝑇$5 − (1 − 𝜂)𝑇$  
(2 − 𝜂5 − 𝜂)𝑇$ = 	2(1 − 𝜂5)𝑇$5  

𝑇$5

𝑇$
=	
2 − 𝜂5 − 𝜂
2(1 − 𝜂5)

 

 

ดังน้ัน 

𝑃 = 𝑘𝑇$
𝜂′
2
Z1 −

2 − 𝜂5 − 𝜂
2(1 − 𝜂5)

[ = 	𝑘𝑇$
𝜂′(𝜂 − 𝜂′)
4(1 − 𝜂5)cddeddf
6(8,8#)

 

 

h) ใช้ 𝑑𝑔 𝑑𝜂′ = 0⁄  เพ่ือหา 𝜂′ ท่ีทําให้ 𝑔 สูงสุด : 
𝑑
𝑑𝜂′

Z
𝜂𝜂′ − 𝜂5-

1 − 𝜂5
[ 	= 	

(𝜂 − 2𝜂5)(1 − 𝜂′) + 𝜂𝜂5 − 𝜂5-

(1 − 𝜂5)-
 

0	 = 	
𝜂5- − 2𝜂5 + 𝜂
(1 − 𝜂5)-

 

เน่ืองจาก 𝜂5 < 1 เราจะได้ 𝜂5- − 2𝜂5 + 𝜂 = 0  

𝜂5 =
2 ±j4 − 4𝜂

2
	

= 1 − j1 − 𝜂 
กําลังมีคาสูงสุดเม่ือ 𝜂′ = 𝜂′∗ = 1 − j1 − 𝜂  

หมายเหตุ : เมื ่อแทน 𝜂 = 1 − 𝑇' 𝑇$⁄  (ประสิทธิภาพคาร์โนต์) จะเห็นว่าประสิทธิภาพที ่กําลังสูงสุด 

𝜂5∗ = 1 − j𝑇' 𝑇$⁄  มีค่าต่ํากว่าประสิทธิภาพคาร์โนต์  
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กราฟระหวาง 𝑃 และ 𝜂′  เป็นดังน้ี 

  
 

************************* จบข้อ 1 ************************* 
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ข้อท่ี 2.  [10 คะแนน] 
a) จัดรูปสมการ จะได้ 

−𝑛𝑒𝐸𝜏 = Π!  

 

ความหนาแน่นโมเมนตัมท่ีได้จะให้ความหนาแน่นกระแสไฟฟ้าเป็น 

𝑗! =
𝑛𝑒"𝐸𝜏
𝑚

 

 

ความหนาแน่นกระแสอยู่ในแนวแกน 𝑥 ขนานกับสนามไฟฟ้าภายนอก น่ันคือ 𝚥 = 𝑗!𝑥- 

 

b) ตอบข้อ 4) ความหนาแน่นโมเมนตัมมีทิศทางตรงข้ามกับสนามไฟฟ้าและมีการกระจายตัวอย่างสม่ําเสมอ 
 

 

 

 

 

 

 

 

c) กระแสไฟฟ้าท้ังหมดท่ีไหลผ่านความกว้างหาได้จาก  

𝐼 = / 𝑗!𝑑𝑦
#/"

%#/"
=	
𝑛𝑒"𝐸𝜏𝑤
𝑚

 

 

หรือเน่ืองจากความหนาแน่นกระแสมีค่าคงท่ีท้ังความยาวหน้าตัด  

𝐼 = 𝑗!𝑤 =	
𝑛𝑒"𝐸𝜏𝑤
𝑚

 

 

d) สําหรับการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ พิจารณาสมการ 

𝑛𝑒𝐸 = 𝜈
𝜕"Π!
𝜕𝑦"

 

ซ่ึงมีผลเฉลยท่ัวไปเป็น 
Π! = 𝑎&𝑦" + 𝑎"𝑦 + 𝑎' 

 

พบว่า Π!  เป็นฟังก์ชันกับ 𝑦 เท่าน้ัน จะได้ว่า 
𝑗! = 𝑎8&𝑦" + 𝑎8"𝑦 + 𝑎8' 

 

ค่าคงท่ี 𝑎" และ 𝑎' หาได้จากเง่ือนไขขอบ 𝑗! = 0 เม่ือ 𝑦 = ±#
"

 จะได้ 𝑎" = 0 และ 𝑎' = − ()*
"+

#!

,
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ความหนาแน่นกระแสในกรณีน้ีมีค่าเป็น 

𝑗! =
𝑛𝑒"𝐸
2𝜈𝑚

<
𝑤"

4
− 𝑦"> 

ความหนาแน่นกระแสมีองค์ประกอบในแนวแกน x เท่าน้ัน น่ันคือ 𝚥 = 𝑗!	𝑥- โดยท่ีขนาดของกระแสข้ึนอยู่กับ 𝑦 

 

e) ตอบข้อ 2) ความหนาแน่นโมเมนตัมมีทิศทางตรงข้ามกับสนามไฟฟ้า มีการกระจายตัวไม่สม่ําเสมอ มีรูปแบบ

การไหลแบบพาราโบลา 

 

 

 

 

 

 

 

f) กระแสไฟฟ้าหาได้จาก 

 

𝐼 = / 𝑗!𝑑𝑦
#/"

%#/"
=	
𝑛𝑒"𝐸𝑤'

12𝜈𝑚
 

จะได้ความหนาแน่นกระแสต่อความกว้างมีค่า 
𝐼
𝑤
= 	
𝑛𝑒"𝐸𝑤"

12𝜈𝑚
 

เราพบว่าในกรณีการไหลแบบมีความหนืดความหนาแน่นกระแสมีค่าไม่คงท่ีตลอดท้ังหน้าตัด ทําให้ -
#

 ข้ึนอยู่กับ

กําลังสองของความกว้างของแผ่นแกรฟีน แตกต่างจากกรณีของการไหลแบบโอห์มท่ี -
#
 มีค่าคงท่ี 

 

g)  
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จากรูปจะได้ความชันของกราฟมีค่า 𝑠 = &./
0."1

23"#

45! = 7.6	 23
"#

45!  

ความชันของกราฟมีค่าเป็น 

𝑠 =
𝑛𝑒"

12𝜈𝑚
 

จะได้ความหนืด 
𝜈 ≈ 0.3	m"/s 

 

h) ในกรณีการไหลแบบโอห์ม 	

𝑗! =
𝑛𝑒"𝐸𝜏
𝑚

 

จะได้ 

𝚥 ⋅ 𝐸J⃗ =
𝑛𝑒"𝐸"𝜏
𝑚

 

ผลเฉลยท่ัวไปจะได้ 

𝑇(𝑦) = 𝑎&𝑦" + 𝑎"𝑦 + 𝑎' 

โดยท่ีค่าคงท่ี 𝑎&	𝑎"	𝑎' หาได้จากเง่ือนไขค่าขอบ 

𝑇 N±
𝑤
2
O = 𝑇0 

จะได้ 

𝑎& = −
𝑛𝑒"𝐸"𝜏
2𝜂𝑚

 
 

𝑎" = 0 
 

𝑎' = 𝑇0 +
𝑛𝑒"𝐸"𝜏
2𝜂𝑚

𝑤"

4
	 

 

ค่าเฉล่ียของอุณหภูมิท่ีเพ่ิมข้ึน 

Δ𝑇RRRR =
𝑛𝑒"𝐸"𝜏
12𝜂𝑚

	𝑤" 

 

i) ในกรณีการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ 

𝑗! =
𝑛𝑒"𝐸
2𝜈𝑚

<
𝑤"

4
− 𝑦"> 

จะได้  

𝚥 ⋅ 𝐸J⃗ =
𝑛𝑒"𝐸"

2𝜈𝑚
<
𝑤"

4
− 𝑦"> 

ในกรณีน้ีจะได้ผลเฉลยท่ัวไปเป็น 
 

𝑇(𝑦) = 𝑎&𝑦, + 𝑎"𝑦' + 𝑎'𝑦" + 𝑎,𝑦 + 𝑎1 
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จากการอินทิเกรตจะได้ 

𝑎& =
𝑛𝑒"𝐸"

24𝜈𝜂𝑚
 

และจากเง่ือนไขค่าขอบจะได้ 
𝑎" = 0 

 

𝑎' = −
𝑛𝑒"𝐸"

16𝜈𝜂𝑚
𝑤"	 

 
𝑎, = 0 

 

𝑎1 = 𝑇0 +
𝑛𝑒"𝐸"

4𝜂𝜈𝑚
5𝑤,

96
	 

ค่าเฉล่ียของอุณหภูมิท่ีเพ่ิมข้ึน 

Δ𝑇RRRR =
𝑛𝑒"𝐸"

120𝜈𝜂𝑚
	𝑤, 

 

พบว่าสําหรับการไหลแบบโอห์มอุณหภูมิเฉล่ียท่ีเพ่ิมข้ึนจะข้ึนอยู่กับกําลังสองความกว้างของแกรฟีน ในขณะท่ี

สําหรับการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์อุณหภูมิเฉล่ียท่ีเพ่ิมข้ึนจะข้ึนอยู่กับกําลังส่ีความกว้างของแกรฟีน 
 

************************* จบข้อ 2 ************************* 



   ข้อสอบภาคทฤษฎี ข้อที่ 3 
การแข่งขันฟิสิกส์โอลิมปิกระดับชาต ิครั้งที ่25 

คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยบูรพา  

วันที ่31 มีนาคม พ.ศ. 2569 

หน้า 1/5 

 

ขอท่ี 3. [10 คะแนน] 
ตอนท่ี 1 โมเมนตความเฉ่ือยของบูมเมอแรง 

a) บูมเมอแรงประกอบด้วย 4 แฉก กําหนดให้มวลรวมคือ 𝑀 ดังนั้นแต่ละแฉกจะมีมวล 𝑚 = 𝑀/4 แต่ละแฉก

เป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า กว้าง 𝑊 = 𝛽ℓ และยาว 𝐿 = ℓ  

พิจารณาปีก 1 ใบท่ีหมุนรอบจุดศูนย์กลางมวล (CM) ของปีกน้ันเอง จะมีโมเมนต์ความเฉ่ือยคือ: 

𝐼!" =
𝑚(𝑊# + 𝐿#)

12
 

แทนค่า 𝑚, 𝑊 และ 𝐿 ลงไป: 

𝐼!" =
𝑀
4 ((𝛽ℓ)

# + ℓ#)

12
=
𝑀ℓ#(𝛽# + 1)

48
 

จุดศูนย์กลางมวลของแต่ละแฉกอยู ่ห่างจากจุดกําเนิด 𝑂 เป็นระยะ 𝑑 = ℓ/2 ใช้ทฤษฎีบทแกนขนาน 

(Parallel axis theorem) เพ่ือหาโมเมนต์ความเฉ่ือยของปีก 1 รอบจุด 𝑂: 

𝐼$ ของปีก 1 = 𝐼!" +𝑚𝑑# =
%ℓ!'(!)*+

,-
+ 3%

,
4 3ℓ

#
4
#
= %ℓ!'.!),+

,-
 

เน่ืองจากบูมเมอแรงมีปีกท้ังหมด 4 แฉก โมเมนต์ความเฉ่ือยรวมท้ังหมด 𝐼 จึงมีค่าเป็น: 

𝐼 = 4 ×
𝑀ℓ#(𝛽# + 4)

48
=
1
12
𝑀ℓ#(𝛽# + 4) 

 

ตอนท่ี 2 แรงลัพธ์และทอร์กลัพธ์ท่ีกระทํากับบูมเมอแรง 

b) จากสมการแรงยก: d𝐹 = *
#
𝐶/𝜌0𝑣1

2d𝐴 เราจะใช้การวิเคราะห์เชิงมิติ (Dimensional analysis) ในหน่วย

ฐาน (𝑀 = มวล, 𝐿 = ความยาว, 𝑇 = เวลา) ดังน้ี:  

มิติของแรง [d𝐹] = 𝑀𝐿𝑇3#  

มิติของความหนาแน่น [𝜌] = 𝑀𝐿34 

มิติของอัตราเร็วสัมพัทธ์แนวต้ังฉาก [𝑣5] = 𝐿𝑇3* 

มิติของพ้ืนท่ี [d𝐴] = 𝐿# 

ค่าคงท่ี *
#
 และสัมประสิทธ์ิ 𝐶/ เป็นค่าท่ีไร้มิติ (Dimensionless) 

แทนค่ามิติเหล่าน้ีลงในสมการ: 𝑀𝐿𝑇3# = (𝑀𝐿34)0(𝐿𝑇3*)2(𝐿#) = 𝑀0𝐿340)2)#𝑇32 

เปรียบเทียบเลขช้ีกําลังของแต่ละหน่วยมิติ: 𝑝 = 1, −3𝑝 + 𝑞 + 2 = 1 และ −𝑞 = −2 

หลังจากแก้สมการจะได้ 𝑝 = 1 และ 𝑞 = 2 
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c) ความเร็วของอากาศท่ีพัดผ่านปีก (เทียบกับปีก) เกิดจากผลรวมของ 2 ส่วนคือ: 

• ความเร็วเชิงเส้น 𝑣⃗ ของจุดศูนย์กลางมวล 

• ความเร็วเน่ืองจากการหมุน 𝑣⃗671 ของปีก พิจารณาพ้ืนท่ีย่อยท่ีระยะ 𝑟 บนปีก 1 ขนาดของความเร็วจาก

การหมุนคือ 𝜔𝑟 มีทิศต้ังฉากกับแกนอ้างอิง 𝑟  

จากแผนภาพการรวมเวกเตอร์ 

อัตราเร็วสัมพัทธแนวต้ังฉาก 𝑣1 = 𝜔𝑟 + 𝑣 cos 𝜃 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

d) ขณะท่ีมุม 𝜃 = 0∘ 

ท่ีปลายปีกด้านบนสุดจะมีความเร็วมากสุด

เน่ืองจากความเร็วของจุดศูนย์กลางมวลและ

ความเร็วจากการหมุนมีทิศทางไปทางเดียวกัน 

และท่ีปลายปีกด้านล่างสุดจะมีความเร็วน้อยสุด

เน่ืองจากความเร็วของจุดศูนย์กลางมวลและ

ความเร็วจากการหมุนมีทิศทางตรงข้ามกัน	
 

 

 

 

 

 

e) พิจารณาหาแรงยกท่ีกระทําบนปีก 1 จากสมการ d𝐹 = *
#
𝐶9𝜌(𝑣 cos 𝜃 + 𝜔𝑟)#d𝐴 และแทน d𝐴 = 𝛽ℓd𝑟 

หลังจากน้ันทําการอินทิเกรตตลอดความยาวปีก 1 จาก 𝑟 = 0 ถึง 𝑟 = ℓ : 

𝐹* =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ L

ω#r4

3
+ 𝜔𝑣𝑟# cos θ + 𝑣#𝑟 cos# θP

:

ℓ

 

=
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# Q

ω#ℓ#

3
+ 𝜔𝑣ℓ cos θ + 𝑣# cos# θR 

สําหรับปีก 2, 3 และ 4 ซ่ึงทํามุม θ + ;
#
, θ + π และ θ + 4;

#
 จะได้แรงยกเป็น: 
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𝐹# =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# Q

𝜔#ℓ#

3
+ 𝜔𝑣ℓ cos 3𝜃 +

𝜋
2
4 + 𝑣# cos# 3𝜃 +

𝜋
2
4R 

=
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# Q

𝜔#ℓ#

3
− 𝜔𝑣ℓ sin 𝜃 + 𝑣# sin# 𝜃R 

𝐹4 =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# Q

𝜔#ℓ#

3
+ 𝜔𝑣ℓ cos(𝜃 + 𝜋) + 𝑣# cos#(𝜃 + 𝜋)R 

=
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# Q

𝜔#ℓ#

3
− 𝜔𝑣ℓ cos 𝜃 + 𝑣# cos# 𝜃R 

𝐹, =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# Q

𝜔#ℓ#

3
+ 𝜔𝑣ℓ cos W𝜃 +

3𝜋
2 X

+ 𝑣# cos# W𝜃 +
3𝜋
2 X

R 

=
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# Q

𝜔#ℓ#

3
+ 𝜔𝑣ℓ sin 𝜃 + 𝑣# sin# 𝜃R 

รวมแรงจากท้ัง 4 ปีก พจน์กลาง (±sin 𝜃 และ ±cos 𝜃) จะหักล้างกัน 𝜃 และใช้เอกลักษณ์ cos# θ +

sin# θ = 1 ทําให้แรงลัพธ์ ไม่ข้ึนกับมุม:  

𝐹171<= = 𝐹* + 𝐹# + 𝐹4 + 𝐹, =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ# L4 Q

𝜔#ℓ#

3
R + 2𝑣#P 

𝐹171<= = 𝜌𝐶9𝛽ℓ# W
2
3
𝜔#ℓ# + 𝑣#X 

เม่ือเทียบกับสมการ 𝐹171<= = 𝜌𝐶9𝛽ℓ#(𝛼*𝜔#ℓ# + 𝛼#𝜔𝑣ℓ + 𝛼4𝑣#) จะได้ค่าคงท่ี 𝛼* =
#
4
, 𝛼# = 0 และ 

𝛼4 = 1 
 

f) พิจารณาขนาดของทอร์กบนปีก 1 (𝑑τ* = 𝑟𝑑𝐹*) แล้วอินทิเกรตตลอดความยาวปีก 1: 

𝜏* = ]
1
2

ℓ

:

𝜌𝐶9𝛽ℓ(𝜔#𝑟4 + 2𝜔𝑣𝑟# cos 𝜃 + 𝑣#𝑟 cos# 𝜃)𝑑𝑟 

=
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ4 Q

𝜔#ℓ#

4
+
2
3
𝜔𝑣ℓ cos 𝜃 +

𝑣#

2
cos# 𝜃R 

ใช้ความสมมาตรหาขนาดทอร์กบนปีก 2, 3 และ 4: 

τ# =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ4 Q

ω#ℓ#

4
−
2
3
ω𝑣ℓ sin θ +

𝑣#

2
sin# θR 

τ4 =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ4 Q

ω#ℓ#

4
−
2
3
ω𝑣ℓ cos θ +

𝑣#

2
cos# θR 

τ, =
1
2
𝜌𝐶9𝛽ℓ4 Q

ω#ℓ#

4
+
2
3
ω𝑣ℓ sin θ +

𝑣#

2
sin# θR 

คูณด้วยเวกเตอร์หน่ึงหน่วยทิศทางทอร์กจะได้: 

𝜏171<= = τ* 3
− cos 𝜃
sin 𝜃 4 + τ# 3

sin 𝜃
cos 𝜃4 + τ4 3

cos 𝜃
− sin 𝜃4 + τ, 3

−sin 𝜃
−cos 𝜃4 

แยกแนวแกน 𝑥: τ> = −(τ* − τ4) cos θ + (τ# − τ,) sin 𝜃 

= −W
2
3
𝜌𝐶9𝛽ℓ,𝜔𝑣X (cos# θ + sin# θ) 

= −
2
3
𝜌𝐶9𝛽ℓ,𝜔𝑣 
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แยกแนวแกน 𝑦: τ? = (τ* − τ4) sin θ + (τ# − τ,) cos θ = 0 

ขนาดของทอร์กลัพธ์คือ 𝜏171<= =
#
4
𝜌𝐶/𝛽ℓ,𝜔𝑣 เม่ือเทียบกับสมการ 𝜏171<= = 𝜌𝐶/𝛽ℓ4(𝜆*𝜔#ℓ# +

𝜆#ω𝑣ℓ + 𝜆4𝑣#) จะได้ค่าคงท่ี 𝜆# =
#
4
 และ 𝜆* = 𝜆4 = 0 

 

g) วาดลูกศรเพื่อแสดงทิศทางของเวกเตอรโมเมนตัมเชิงมุม 𝐿a⃗  และ เวกเตอรทอรกลัพธรอบจุดศูนยกลางมวล 

𝜏171<= ดังท่ีแสดงในรูป 

  
 

h) สมการการเคล่ือนท่ีแบบหมุนควง (Gyroscopic precession) สัมพันธ์กับทอร์กตามสมการ: 

τ171<=Δ𝑡 = (ΩΔ𝑡)(𝐿 cosϕ) ⇒ Ω =
𝜏171<=
𝐿 cos𝜙

 

แทน 
• ขนาดของทอร์กลัพธ์ 𝜏171<= =

#
4
𝜌𝐶/𝛽ℓ,𝜔𝑣 

• ขนาดของโมเมนตัมเชิงมุม 𝐿 = 𝐼𝜔 = *
*#
𝑀ℓ#(𝛽# + 4)𝜔 

ลงในสมการ Ω = @"#"$%
/ A7BC

 จะได้ 

Ω =
323𝜌𝐶9𝛽𝜔𝑣ℓ

,4

W𝑀ℓ
#(𝛽# + 4)
12 𝜔X cos𝜙

=
8𝜌𝐶9𝛽ℓ#𝑣

𝑀(𝛽# + 4) cos𝜙
 

 

i) จากการเคลื ่อนที่เป็นวงกลม ความสัมพันธ์ของอัตราเร็วเชิงเส้นและอัตราเร็วเชิงมุมของการโคจรคือ 

𝑣 = Ω𝑅 จัดรูปสมการเพ่ือหารัศมีวงโคจร 𝑅:  

𝑅 =
𝑣
Ω

 

นําสมการ Ω จากข้อ h) มาแทนค่า: 

𝑅 =
𝑣

i 8𝜌𝐶9𝛽ℓ#𝑣
𝑀(𝛽# + 4) cos𝜙j

 

ตัดตัวแปร 𝑣 และจัดรูปสมการ จะได้สมการของรัศมีวงโคจร 𝑅: 

𝑅 =
𝑀(𝛽# + 4) cos𝜙

8𝜌𝐶9𝛽ℓ#
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j) เมื่อ 𝑣 เพิ่มขึ้น (โดยสมมติให้ตัวแปรอื่นไม่เปลี่ยน) แรงยกลัพธ์ 𝐹171<= จะมีค่าเพิ่มขึ้นเนื่องจาก 𝐹171<= ∝ 𝑣# 

จากสมดุลแรงในแนวด่ิง 𝐹171<= sin𝜙 = 𝑀𝑔 เม่ือ 𝐹171<= เพ่ิมข้ึน ค่า sin𝜙 จะต้องลดลงเพ่ือรักษาสมดุล การ

ท่ี sin𝜙 ลดลง หมายความว่ามุมเอียง 𝜙 มีค่าลดลง ส่งผลให้ค่า cos𝜙 มีค่าเพ่ิมข้ึน  

เม่ือพิจารณาสมการรัศมีวงโคจร  

𝑅 =
𝑀(𝛽# + 4) cos𝜙

8𝜌𝐶9𝛽ℓ#
 

 จะเห็นว่า 𝑅 แปรผันตรงกับ cos𝜙 ดังน้ัน เม่ือ cos𝜙	เพ่ิมข้ึน รัศมีวงโคจร 𝑅 จะมีค่าเพ่ิมข้ึน (เล้ียววงกว้าง

ข้ึน) 

 

************************* จบข้อ 3 ************************* 


