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ขอท่ี 1. กําลังของเคร่ืองยนต   [10 คะแนน] 
 

ในทางอุณหพลศาสตร เครื่องยนตความรอนที่ทํางานแบบผันกลับไดจะใหประสิทธิภาพสูงสุด ซึ่งเทากับ

ประสิทธิภาพของคารโนต (Carnot efficiency)  แตจะตองทํางานโดยใหระบบเปลี่ยนไปชามาก กลาวคือ ลูกสูบ

เคลื่อนที่ชามากจนสามารถถือไดวาสารทํางาน (Working substance) ในระบบอยูในภาวะสมดุลทุกขณะ เม่ือ

คํานวณหากําลัง ซึ่งเทากับงานที่เครื่องยนตทําตอเวลาในหนึ่งรอบการทํางาน พบวากําลังที่ไดมีคาเขาใกลศูนย์ 

อยางไรก็ตาม เครื่องยนตที่ใชงานจริงจําเปนตองใหกําลังที่ไมเปนศูนย และตองทํางานในเวลาจํากัด ในขอนี้เรา

ตองการศึกษาผลของเวลาในการทํางานตอกําลังของเครื่องยนต ผานแบบจําลอง 2 แบบในตอนที่ 1 และตอนท่ี 

2 ซ่ึงไมเก่ียวของกัน  

ขอมูลท่ีสามารถนํามาใชในโจทยขอน้ี 

1. !
!"
𝑢# = 𝑛𝑢#$% !&

!"
 

2. !
!"
(𝑢𝑣) = 𝑢 !#

!"
+ 𝑣 !$

!"
 

ตอนท่ี 1 แบบจําลองลูกสูบเคล่ือนท่ีดวยอัตราเร็วจํากัด 

 รูปที่ 1 แสดงแผนภาพความดัน-ปริมาตรของวัฏจักรคารโนต ทํางานโดยมีแหลงความรอนอุณหภูมิสูง 

𝑇% และแหลงความรอนอุณหภูมิต่ํา 𝑇& กระบวนการตาง ๆ ประกอบดวย  

𝑎 → 𝑏  ไอโซเทอรมอล สารทํางานมีอุณหภูมิ 𝑇%   𝑏 → 𝑐  แอเดียแบติก  

𝑐 → 𝑑  ไอโซเทอรมอล สารทํางานมีอุณหภูมิ 𝑇&  𝑑 → 𝑎  แอเดียแบติก 

กําหนดใหสารทํางานมีความดัน 𝑝' และปริมาตร 𝑉' ท่ีจุด 𝑖 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 สารทํางานไดรับความรอนขนาด 𝑄% 

และทิ้งความรอนขนาด 𝑄&  (𝑄& > 0) สมมติใหลูกสูบเคลื่อนที่ชาพอและไมมีการสูญเสียใด ๆ จึงสามารถ

ประมาณใหวัฏจักรเปนแบบผันกลับได และเอนโทรปรวมไมเปล่ียนแปลง 

 
รูปท่ี 1 แผนภาพความดัน-ปริมาตร ปริมาตรถูกกําหนดโดยระยะ	𝑥	ของทรงกระบอก  
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a) โดยการพิจารณาเอนโทรป จงพิสูจนวาประสิทธิภาพ 𝜂 = 1 − 𝑇& 𝑇%⁄   [1.0 คะแนน]  

ในตอนน้ี (และเฉพาะตอนน้ี) สมมติใหสารทํางานเปนแกสอุดมคติจํานวน 1 โมล  

b) จงแสดงวิธีหา 𝑄% (ตอบในรูปของ 𝑇%, 𝑉(, 𝑉) และคาคงตัวทางฟสิกส)  [1.0 คะแนน]  
 

c) จงหางาน 𝑊 ท่ีแกสทําใน 1 รอบ (ตอบในรูปของ 𝑇%, 𝑇& , 𝑉(, 𝑉) และคาคงตัวทางฟสิกส) [0.5 คะแนน] 
 

ในรูปที่ 1 ระยะ 𝑥 วัดจากกนทรงกระบอกแสดงถึงปริมาตรของแกส กําหนดใหลูกสูบมีพื้นที่หนาตัด 𝐴 

และมีอัตราเร็วเฉล่ีย 𝑣̅ กลาวคือ นักเรียนสามารถใชอัตราเร็วน้ีไดในทุกกระบวนการ   
 

d) จงหาเวลาท่ีลูกสูบใชในการเคล่ือนท่ี 1 รอบ (ตอบในรูปของ 𝑉(, 𝑉* , 𝐴 และ 𝑣̅) [0.5 คะแนน] 
 

กําหนดให 𝛼 = 𝑉) 𝑉(⁄  และ 𝛽 = 𝑇% 𝑇&⁄  เปนพารามิเตอรของระบบ ถา 𝛼 มีคามาก ลูกสูบจะใช

เวลานานในชวงไอโซเทอรมอล และถา 𝛽 มีคามาก ลูกสูบจะใชเวลานานในชวงแอเดียแบติก ดังนั้น เวลาที่ลูกสูบ

ใชในการเคล่ือนท่ี 1 รอบจะข้ึนกับ 𝛼 และ 𝛽  สมมติใหแกสมีอัตราสวนของความจุความรอน 𝛾 = 5 3⁄  

e) จงแสดงวากําลังของการทํางานใน 1 รอบสามารถเขียนใหอยูในรูปของ 
𝑃	 = 	𝑝(𝐴𝑣̅ ⋅ 𝑓(𝛼, 𝛽) 

โดยท่ี 𝑓(𝛼, 𝛽) เปนฟงกชันท่ีนักเรียนตองระบุ  [1.5 คะแนน] 
 

f) เมื่อกําหนด 𝑝( คาหนึ่ง และสมมติให 𝛼 ≫ 1 จงหาคา 𝛽 = 𝛽∗ ที่ทําใหกําลังสูงสุด (𝑃,-.) จงเขียนกราฟ

ระหวาง 𝑃 กับ 𝛽 โดยใหเห็นลักษณะสําคัญของกราฟ และหาประสิทธิภาพ 𝜂 = 𝜂∗ ท่ีกําลังสูงสุด 

 [2.0 คะแนน] 

 

ตอนท่ี 2 แบบจําลองการนําความรอน 

 กําหนดใหแหลงความรอนมีอุณหภูมิ 𝑇% และ 𝑇&  ตามลําดับ สมมติใหสารทํางานไมไดอยูในสมดุลความ

รอนกับแหลงความรอนดังกลาว แตเกิดการถายเทความรอนระหวางสารทํางานและแหลงความรอนตามท่ีแสดง

ในรูปท่ี 2 กระบวนการตาง ๆ ในวัฏจักรมีดังน้ี  

𝑎 → 𝑏  ไอโซเทอรมอล สารทํางานมีอุณหภูมิ 𝑇%/   𝑏 → 𝑐  แอเดียแบติก  

𝑐 → 𝑑  ไอโซเทอรมอล สารทํางานมีอุณหภูมิ 𝑇&/   𝑑 → 𝑎  แอเดียแบติก 

วัฏจักรของสารทํางานลักษณะนี้เปนตัวอยางของการผันกลับไดภายใน (Endoreversible) แตปฏิสัมพันธกับ

ภายนอก เชน การถายเทความรอนกับแหลงความรอน ไมสามารถผันกลับได  
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รูปท่ี 2 แผนภาพความดัน-ปริมาตร  

ในกระบวนการ 𝑎 → 𝑏 และ 𝑐 → 𝑑 สมมติใหอัตราการถายเทความรอนขึ้นอยูกับผลตางอุณหภูมิ และ

สัมประสิทธิ์การนําความรอน 𝑘 (ใช 𝑘 เดียวกันในทั้ง 2 กระบวนการ) กําหนดใหกระบวนการ 𝑎 → 𝑏 ดําเนินไป

นาน Δ𝑡 ในระหวางน้ีสารทํางานไดรับความรอนขนาด 𝑄% = 𝑘(𝑇% − 𝑇%/ )Δ𝑡 สมมติใหชวง 𝑐 → 𝑑 ดําเนินไป

นาน Δ𝑡 เชนเดียวกัน ในระหวางน้ีสารทํางานคายความรอนขนาด 𝑄& 	(𝑄& > 0)  

กําหนดให้  𝜂 = 1 − 𝑇& 𝑇%⁄   (ประสิทธิภาพคารโนต) และวัฏจักร 𝑎 → 𝑏 → 𝑐 → 𝑑 → 𝑎 มีประสิทธิ-

ภาพ 𝜂′  

g) สมมติใหชวงเวลาในกระบวนการแอเดียแบติกนอยมากจนตัดท้ิงได โดยการพิจารณางานใน 1 รอบ จงแสดง

วากําลังของการทํางานสามารถเขียนใหอยูในรูปของ 
𝑃 = 𝑘𝑇% ⋅ 𝑔(𝜂, 𝜂/) 

โดยท่ี 𝑔(𝜂, 𝜂′) เปนฟงกชันท่ีนักเรียนตองระบุ [2.0 คะแนน] 
   

h) สําหรับแหลงความรอนคูหน่ึง (มี 𝜂 คาหน่ึง) จงหา 𝜂/ = 𝜂/∗ ท่ีใหกําลังสูงสุด (𝑃,-.) โดยใหตอบในรูปของ 𝜂 

จงเขียนกราฟระหวาง 𝑃 กับ 𝜂′ โดยใหเห็นลักษณะสําคัญของกราฟ  [1.5 คะแนน] 

  

************************* จบข้อ 1 ************************* 
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ข้อท่ี 2 อิเล็กตรอนไฮโดรไดนามิกส์ในแกรฟีน [10 คะแนน] 
 

ข้อมูลท่ีสามารถนํามาใช้ในโจทย์ข้อน้ี 

1. ขนาดของประจุอิเล็กตรอน 𝑒 = 1.602 × 10012C 

2. มวลของอิเล็กตรอนอิสระ 𝑚3 = 9.109 × 10041	kg 

3. ∫ 𝑥5𝑑𝑥	 = "!"#

561
+ ค่าคงท่ี และ 𝑛 ≠ −1 

 

แกรฟีน (Graphene) เป็นวัสดุตัวนํา 2 มิติที่ประกอบไปด้วยอะตอมคาร์บอนเรียงตัวกันเป็นผลึกแบบรัง

ผึ ้ง อิเล็กตรอนในแกรฟีนสามารถเคลื่อนที่ได้อย่างอิสระทั่วทั ้งผลึก โดยทั่วไปผลึกแกรฟีนมักมีสิ ่งเจือปน 

(impurity) การเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนผ่านสิ่งเจือปนเหล่านี้ส่งผลให้เกิดสภาพต้านทานไฟฟ้า การไหลของ

อิเล็กตรอนแบบน้ีเรียกว่า การไหลแบบโอห์ม 

พิจารณาแผ่นแกรฟีนท่ียาวเป็นอนันต์ (Infinitely long channel) ซ่ึงมีความกว้าง 𝑤 ดังรูปท่ี 1 กําหนด

ระบบพิกัดให้ขอบของแกรฟีนอยู่ที่ 𝑦 = 𝑤/2 และ 𝑦 = −𝑤/2 เมื่อให้สนามไฟฟ้าภายนอกซึ่งมีขนาดคงที่ตาม

แนวแกน 𝑥 แก่แกรฟีนแล้ว แรงไฟฟ้าจะส่งผลให้อิเล็กตรอนเคลื่อนที่ด้วยความหนาแน่นโมเมนตัม (โมเมนตัมต่อ

พ้ืนท่ี) Π" โดยสนามไฟฟ้าและความหนาแน่นโมเมนตัมมีความสัมพันธ์ตามสมการ  

−𝑛𝑒𝐸 = Π"/𝜏 (1) 

เมื่อ 𝐸 คือขนาดของสนามไฟฟ้า 𝑛 คือ ความหนาแน่นอิเล็กตรอนใน 2	มิติมีหน่วยเป็น m07  	𝑒 คือขนาดของ

ประจุของอิเล็กตรอน และ 𝜏	 คือ เวลาโดยเฉลี่ยที่อิเล็กตรอนเคลื่อนที่ได้อย่างเป็นอิสระโดยไม่ชนสิ่งเจือปน 

(Relaxation time) ความหนาแน่นของโมเมนตัมมีหน่วยในระบบ SI เป็น kg	m01	s01  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 1 แผ่นแกรฟีน 
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ในทางปฏิบัติเรามักจะวัดการไหลของกระแสไฟฟ้าผ่านความหนาแน่นกระแสไฟฟ้าต่อความกว้าง 

𝑗" = − 3
8
Π"   และมีหน่วยเป็น C	m01s01 โดยที่ 𝑚 คือมวลยังผล (Effective mass) ซึ่งเกิดจากอันตรกิริยา

ระหว่างอิเล็กตรอนกับโครงผลึกแบบตาข่าย (Lattice) ซึ่งส่งผลให้มวลยังผลของอิเล็กตรอนในแกรฟีนมีค่าเป็น 

0.01 เท่าของมวลของอิเล็กตรอนอิสระ 

a) จงหาความหนาแน่นกระแสไฟฟ้าท่ีไหล ณ ตําแหน่งต่าง ๆ  ในแผ่นแกรฟีน [0.5 คะแนน] 

 

b) จงเลือกรูปในกระดาษสรุปคําตอบที่อธิบายความหนาแน่นของโมเมนตัมในแกรฟีนสําหรับการไหลของ

กระแสแบบโอห์มได้ถูกต้อง [0.2 คะแนน]  

 

c) จงหากระแสไฟฟ้าท้ังหมดท่ีไหลผ่านแผ่นแกรฟีนท่ีมีความกว้าง 𝑤 [0.8 คะแนน]  

 

สิ่งเจือปนในแกรฟีนเป็นสาเหตุหลักที่ทําให้เกิดสภาพต้านทานไฟฟ้าและส่งผลให้พลังงานไฟฟ้าสูญเสีย

ไปในรูปของความร้อน ในรอบทศวรรษท่ีผ่านมามีความพยายามอย่างต่อเน่ืองท่ีจะสังเคราะห์แกรฟีนให้มีคุณภาพ

ดีขึ้น คือ มีสิ่งสกปรกน้อยลงเพื่อลดการสูญเสียพลังงานดังกล่าว สําหรับแกรฟีนที่มีคุณภาพดีมาก ๆ กล่าวคือมี

สิ่งเจือปนอยู่น้อย โอกาสที่อิเล็กตรอนจะชนกันเองผ่านอันตรกิริยาคูลอมบ์จะเกิดขึ้นได้มากกว่าเมื่อเทียบกับการ

ชนกันระหว่างอิเล็กตรอนกับสิ่งเจือปน ส่งผลให้อิเล็กตรอนมีการเคลื่อนที่เช่นเดียวกับการไหลของของไหลทั่วไป 

การเคลื่อนที่แบบนี้ เรียกว่า การไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ พฤติกรรมแบบไฮโดรไดนามิกส์ของอิเล็กตรอนถูก

อธิบายได้ด้วยสมการนาเวียร์-สโตกส์ (Navier-Stokes equation) ซึ่งเป็นสมการพื้นฐานหนึ่งของวิชากลศาสตร์

ของไหล  

 ปัจจุบันการไหลของอิเล็กตรอนแบบไฮโดรไดนามิกส์ได้รับการยืนยันจากผลการทดลองในวัสดุ  2 มิติท่ีมี

คุณภาพดี เช่น แกรฟีน และแกลเลียมอาเซไนด์ เป็นต้น 

หลังจากนี้เป็นต้นไป เราจะพิจารณาการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ในแกรฟีน ในที่นี้เราสนใจการไหลคง

ตัว (Steady flow) ของของไหลอิเล็กตรอนท่ีมีเลขเรย์โนลด์ต่ําซ่ึงสามารถลดรูปสมการนาเวียร์-สโตกส์ได้เป็น 

𝑛𝑒𝐸 = 𝜈
𝜕7Π"
𝜕𝑦7

 (2) 

เมื่อ 𝜈 คือสัมประสิทธิ์ความหนืด โดยที่ความหนืดเป็นปริมาณที่กําหนดสภาพต้านทานไฟฟ้าในการไหลของ

อิเล็กตรอนแบบไฮโดรไดนามิกส์  

นอกจากน้ีความหนืดยังส่งผลให้เกิดแรงเสียดทานระหว่างอิเล็กตรอนกับขอบของแผ่นแกรฟีนทําให้ไม่มี

กระแสไฟฟ้าไหลท่ีขอบ น่ันคือ 𝚥(𝑦 = ±𝑤/2) = 0f⃗   
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d) สําหรับการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ จงหาความหนาแน่นกระแสไฟฟ้าท่ีไหล ณ ตําแหน่ง 𝑦 ใด ๆ  

 [1.7 คะแนน] 

 

e) จงเลือกรูปในกระดาษสรุปคําตอบท่ีอธิบายความหนาแน่นของโมเมนตัมในแกรฟีนสําหรับการไหลของ

กระแสแบบไฮโดรไดนามิกส์ได้ถูกต้อง [0.2 คะแนน] 

 

f) จงหากระแสไฟฟ้าท้ังหมดต่อความกว้าง 𝐼/𝑤 ในกรณีการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ คําตอบท่ีได้ต่างจากกรณี

การไหลแบบโอห์มอย่างไร  [1.8 คะแนน] 

 

ในการทดลองเพ่ือยืนยันการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ในแกรฟีน สภาพนําไฟฟ้า	𝜎 จะถูกวัดในแกรฟีนท่ี

มีความกว้างต่าง ๆ กัน 

สภาพนําไฟฟ้าในท่ีน้ีถูกนิยามให้เป็นอัตราส่วนระหว่างกระแสต่อความกว้างกับสนามไฟฟ้าภายนอก 

𝜎 =
𝐼/𝑤
𝐸

 (3) 

ซ่ึงมีหน่วยเป็น Ω01 ในระบบ SI 

ในการทดลองจร ิงผลการว ัดความนําไฟฟ้าของแผ ่นกราฟีนท ี ่ม ีความหนาแน่นอ ิ เล ็กตรอน 

1.0 × 1017cm07 ยาว 5 ไมโครเมตรท่ีความกว้างค่าต่างๆ ถูกแสดงด้วยกราฟในรูปท่ี 2  

รูปท่ี 2 กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างสภาพนําไฟฟ้ากับความกว้างของแกรฟีนยกกําลังสอง 
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g) จงหาความหนืดของอิเล็กตรอนในแกรฟีนจากกราฟในรูปท่ี 2 [1.0 คะแนน] 
  

 นอกจากการวัดสภาพนําไฟฟ้าแล้ว การวัดอุณหภูมิเฉลี่ยที่เพิ่มขึ้นจากสนามไฟฟ้าภายนอกที่ให้เข้าไป 

(Joule heating) เป็นอีกการทดลองหนึ่งที่สามารถแยกความแตกต่างระหว่างการไหลแบบโอห์มและการไหล

แบบไฮโดรไดนามิกส์ได้ ส่วนท่ีเหลือต่อไปน้ีเราจะศึกษาปรากฏการณ์ดังกล่าว 

ให้อุณหภูมิ 𝑇 ท่ีขอบท้ังสองของแผ่นแกรฟีนมีค่าคงท่ี น่ันคือ 𝑇 = 𝑇9 ท่ี 𝑦 = ±𝑤/2 การกระจายตัวของ

อุณหภูมิในแผ่นแกรฟีนสามารถอธิบายได้ด้วยสมการ 

−𝜂
𝜕7𝑇(𝑦)
𝜕𝑦7

= 𝚥 ⋅ 𝐸f⃗  (4) 

เน่ืองจากสมมาตรของระบบในแนวแกน 𝑥 อุณหภูมิจึงขึ้นอยู่กับตําแหน่งในแนวแกน 𝑦 เท่าน้ัน สมการน้ี

อธิบายสถานะคงตัวของระบบที่มีการกระจายอุณหภูมิให้สมดุลกับกําลังที่ให้เข้าไปจากสนามไฟฟ้าภายนอก โดย

ท่ี 𝜂 เป็นสัมประสิทธ์ิท่ีข้ึนอยู่กับท้ังสภาพนําความร้อนและความจุความร้อน 

h) จงหาว่าในกรณีการไหลแบบโอห์ม สมการของอุณหภูมิข้ึนกับ 𝑦 อย่างไรและจงหาค่าเฉล่ียของอุณหภูมิท่ี

เพ่ิมข้ึนโดยนิยามให้ค่าเฉล่ียของอุณหภูมิท่ีเพ่ิมข้ึนหาได้จาก Δ𝑇kkkk = 1
: ∫ (𝑇(𝑦) − 𝑇9	)𝑑𝑦

:/7
0:/7        

 [1.4 คะแนน] 

 

i) จงหาว่าในกรณีการไหลแบบไฮโดรไดนามิกส์ อุณหภูมิข้ึนกับ 𝑦 อย่างไร และจงหาค่าเฉล่ียของอุณหภูมิท่ี

เพ่ิมข้ึน คําตอบของค่าเฉล่ียของอุณหภูมิท่ีเพ่ิมข้ึนต่างจากกรณีการไหลแบบโอห์มอย่างไร  [2.4 คะแนน] 

 

************************* จบข้อ 2 ************************* 
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ขอท่ี 3. แบบจําลองอยางงายของบูมเมอแรง   [10 คะแนน] 

บูมเมอแรง (Boomerang) เปนเครื่องมือหรือของเลนที่จัดอยูในกลุมวัตถุบินได ซึ่งมีลักษณะพิเศษท่ี

นาสนใจคือสามารถบินกลับมายังจุดเริ่มตนที่ขวางออกไปได บูมเมอแรงแบบดั้งเดิมมักมีลักษณะเปนรูปจันทร

เสี้ยว (Crescent shape) ซึ่งประกอบดวยปกสองขางที่เชื่อมตอกันเปนชิ้นเดียว แตทํามุมเอียงเขาหากัน โดย

หนาตัดของปกแตละดานจะถูกออกแบบใหมีลักษณะคลายปกเครื่องบิน (Airfoil) เพื่อสรางแรงยกขณะเฉือน

อากาศ ปจจุบันบูมเมอแรงมีรูปราง ขนาด และวัสดุที่หลากหลาย นําไปสูคําถามที่นาสนใจมากมายเกี่ยวกับ

หลักการทํางานทางฟสิกสของมัน 

ขอมูลท่ีสามารถนํามาใชในโจทยขอน้ี 

1. โมเมนตความเฉื่อยของแผนสี่เหลี่ยมผืนผาความหนาแนนสมํ่าเสมอมวล 𝑀 กวาง 𝑊 ยาว 𝐿 ที่หมุนรอบ

แกนท่ีผานจุดศูนยกลางมวลและต้ังฉากกับแผน มีคาเทากับ 𝑀(𝑊7 + 𝐿7)/12 

2. sin(𝐴 ± 𝐵) = sin𝐴 cos𝐵 ± cos𝐴 sin𝐵   และ     cos(𝐴 ± 𝐵) = cos𝐴 cos𝐵 ∓ sin𝐴 sin𝐵 

3. ∫ 𝑥5d𝑥 = "!"#

561
+คาคงท่ี และ 𝑛 ≠ −1 

ตอนท่ี 1 โมเมนตความเฉ่ือยของบูมเมอแรง 

 พิจารณาแบบจําลองบูมเมอแรง 4 ปก (หรือแฉก) ในรูปที่ 1 ซึ่งประกอบขึ้นจากแผนวัสดุสมํ่าเสมอ

รูปรางสี่เหลี่ยมผืนผาจํานวน 4 แผน มาประกอบติดกันเปนรูปกากบาท โดยใหจุดศูนยกลางมวล (CM) ของ       

บูมเมอแรงอยูที่จุด 𝑂 แตละปกมีความยาว ℓ (วัดจากจุด 𝑂 ไปจนถึงปลายปก) และมีความกวาง 𝛽ℓ (เมื่อ 𝛽 คือ

คาคงท่ี) กําหนดใหมวลรวมของบูมเมอแรงคือ	𝑀 (ดังน้ันแตละปกมีมวล 𝑀/4)  

เพื่อลดความซับซอนทางเรขาคณิต ใหสมมติวาแฉกทั้ง 4 ตอกันพอดีที่จุด 𝑂 และเฉพาะในตอนที่ 1 

ประมาณใหแผนปกของบูมเมอแรงมีความหนาคงท่ีและบาง ไมมีความนูน 

 
รูปท่ี 1 (ซาย) แผนภาพแบบจําลองบูมเมอแรง 4 ปก โดยมีจุดศูนยกลางมวลอยูท่ีจุด 𝑂 (ขวา) ขนาดของแตละปก 
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a) จงเขียนสมการโมเมนตความเฉื่อย (𝐼) ของบูมเมอแรง 4 ปกนี้ รอบแกนหมุนที่ผานจุด 𝑂 และตั้งฉากกับ

ระนาบของบูมเมอแรงในพจนของ 𝑀 ℓ และ 𝛽 [0.5 คะแนน]  
 

ตอนท่ี 2 แรงลัพธและทอรกลัพธท่ีกระทํากับบูมเมอแรง 

สมมติใหบูมเมอแรงถูกขวางออกไปในอากาศ ที่เวลาหนึ่ง บูมเมอแรงหมุนอยู ในระนาบการหมุน 

(ระนาบ 𝑥𝑦) และแกนสมมาตรของปก 1 (แกนอางอิง 𝑟) ทํามุม 𝜃 กับแกน 𝑦 ดังแสดงในรูปที ่ 2 โดยจุด

ศูนยกลางมวล 𝑂 กําลังเคลื่อนที่ดวยความเร็วเชิงเสนเทียบกับอากาศซึ่งมีขนาด 𝑣 ตามแนวแกน 𝑥 และบูมเมอ

แรงกําลังหมุนรอบจุด 𝑂 ดวยความเร็วเชิงมุม 𝜔  

 
รูปท่ี 2 แผนภาพของบูมเมอแรงขณะกําลังเคล่ือนท่ีและหมุนในระนาบการหมุน 

ในแบบจําลองทางอากาศพลศาสตร สมมติใหแผนปกของบูมเมอแรงมีหนาตัดนูนคลายปกเคร่ืองบิน 

(Airfoil) เพ่ือสรางแรงยกข้ึนมาได หากบูมเมอแรงเคล่ือนท่ีผานอากาศน่ิง แรงยก d𝐹 ท่ีกระทําต้ังฉากตอพ้ืนท่ี

ยอย d𝐴 บนปกของบูมเมอแรงข้ึนกับ 𝑣< ตามสมการ  

d𝐹 =
1
2
𝐶=𝜌>𝑣<

?d𝐴 (1) 

โดยท่ี 𝑣< คือขนาดขององคประกอบของความเร็วแนวต้ังฉาก (Transverse component) กับแกนอางอิง 𝑟 ท่ี

ปกบูมเมอแรงเฉือนกับอากาศ 𝜌 คือความหนาแนนของอากาศ 𝐶= คือสัมประสิทธ์ิแรงยก (Lift coefficient) ซ่ึง

ไมมีมิติ 𝑝 และ 𝑞 เปนเลขช้ีกําลัง  
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เพ่ือความสะดวกในการวิเคราะห ใหใชสมมติฐานดังตอไปน้ี: 

• ไมมีแรงตานอากาศ (Drag force) 

• สัมประสิทธ์ิแรงยก 𝐶= มีคาคงท่ีตลอดความยาวปก และไมมีการรบกวนทางอากาศพลศาสตรระหวาง

แฉกแตละแฉก  

• ในแบบจําลองน้ีไมคิดผลของแรงยกจากองคประกอบของความเร็วในแนวอ่ืน ๆ ท่ีนอกเหนือจาก

ความเร็วในแนวต้ังฉากกับปกบูมเมอแรง 

• ความกวางของปกนอยกวาความยาวมาก ๆ (𝛽 ≪ 1) ดังนั้นการกระจัดจากจุด 𝑂 ไปยังจุดใด ๆ บน

พ้ืนท่ียอย d𝐴 มีคาประมาณเทากับการกระจัด 𝑟 จากจุด 𝑂 ไปยังจุดศูนยกลางของพ้ืนท่ียอย d𝐴  

• ดานนูนของปกบูมเมอแรงหันออกมาจากระนาบกระดาษในรูปท่ี 2 

b) จงระบุมิติของตัวแปรตาง ๆ ในสมการ (1) และใชวิธีการวิเคราะหเชิงมิติ (Dimensional analysis) เพื่อหา

คาคงท่ี 𝑝 และ 𝑞 [1.5 คะแนน]  
 

c) พิจารณาปก 1 ในรูปท่ี 2 จงเขียนสมการขนาดของ 𝑣< ของพ้ืนท่ียอย d𝐴 ท่ีเฉือนกับอากาศ ในพจนของ 𝑣 𝜃 

𝜔 และ 𝑟 เม่ือ 𝑟 คือขนาดของเวกเตอร 𝑟 [0.6 คะแนน] 
 

d) ขณะท่ีมุม 𝜃 = 0∘ และสมมติให 𝑣 > 𝜔ℓ  

     จงทําเคร่ืองหมาย Î ณ ตําแหนงท่ี 𝑣< มีคามากสุด และเคร่ืองหมาย ¡ ณ ตําแหนงท่ี 𝑣< มีคานอยสุด  

     ลงในกระดาษสรุปคําตอบ [0.2 คะแนน] 
 

e) จงแสดงวาแรงยกลัพธท่ีกระทํากับบูมเมอแรงไมข้ึนกับมุม 𝜃 และมีขนาดเทากับ  
𝐹<A<-B = 𝜌𝐶=𝛽ℓ7(𝛼1𝜔7ℓ7 + 𝛼7𝜔𝑣ℓ + 𝛼4𝑣7) 

     พรอมระบุคาคงท่ี 𝛼1, 	𝛼7 และ 𝛼4 ในสมการ [2.2 คะแนน] 
 

f) จงแสดงวาทอรกลัพธท่ีกระทํากับบูมเมอแรงรอบจุดศูนยกลางมวล 𝑂 มีขนาดเทากับ                              
																																													𝜏<A<-B = 𝜌𝐶=𝛽ℓ4(𝜆1𝜔7ℓ7 + 𝜆7ω𝑣ℓ + 𝜆4𝑣7) 

     พรอมระบุคาคงท่ี 𝜆1, 𝜆7 และ 𝜆4 ในสมการ                           [2.5 คะแนน] 
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ตอนท่ี 3 รัศมีวงโคจรของบูมเมอแรง 

พิจารณาการเคลื่อนที่ของบูมเมอแรง ดังแสดงในรูปที่ 3 ซึ่งประกอบดวย (ก) มุมมองจากดานบนซ่ึง

แสดงวิถีการเล้ียวโคงเปนวงกลมรัศมี 𝑅 ของบูมเมอแรงดวยความเร็วเชิงมุมการโคจรท่ีมีขนาดเทากับ Ω และ (ข) 

มุมมองจากดานหลังของบูมเมอแรงซ่ึงแสดงระนาบของบูมเมอแรงท่ีเอียงทํามุม 𝜙 กับระนาบแนวด่ิง  

สมมติใหการบินอยูในสภาวะคงตัว (Steady-state flight) โดยบูมเมอแรงเคลื่อนท่ีเปนวงกลมในแนว

ระดับอยางสมบูรณแบบโดยไมเปล่ียนระดับความสูง และมีคา 𝑣 𝜔 และ 𝑅 คงท่ีตลอดการโคจร 

  

(ก) มุมมองจากด้านบน (ข) มุมมองจากด้านหลัง 

รูปท่ี 3 แผนภาพ (ก) แสดงมุมมองจากดานบนซ่ึงแสดงวิถีการเล้ียวโคงเปนวงกลมรัศมี 𝑅 แผนภาพ (ข) แสดง

มุมมองจากดานหลังของบูมเมอแรงซ่ึงแสดงระนาบของบูมเมอแรงท่ีเอียงทํามุม 𝜙 กับแนวด่ิง 

g) จงวาดลูกศรเพ่ือแสดงทิศทางของเวกเตอรตอไปน้ี :                           

     1. โมเมนตัมเชิงมุม 𝐿f⃗  และ 2. ทอรกลัพธรอบจุดศูนยกลางมวล 𝜏<A<-B  

      ใหวาดลงในกระดาษสรุปคําตอบ [0.2 คะแนน] 
 

h) จงหาสมการของ Ω ในพจนของตัวแปร 𝑣 𝑀 ℓ 𝛽 𝜌 𝐶C และ 𝜙  [1.0 คะแนน] 
 

i) จงหาสมการของ 𝑅 ในพจนของตัวแปร 𝑀 ℓ 𝛽 𝜌 𝐶C และ 𝜙  [0.4 คะแนน] 
 

j) หากนักเรียนขว้างบูมเมอแรงให้เคล่ือนท่ีด้วยความเร็วต้นท่ีมีขนาด 𝑣 เพ่ิมข้ึน รัศมีของวงโคจรจะเปล่ียน 

แปลงหรือไม่ เพราะเหตุใด [0.9 คะแนน] 
 

************************* จบข้อ 3 ************************* 


