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ขอท่ี 1. กลศาสตรการสัมผัส [10 คะแนน] 
a) พิจารณาสามเหลี่ยมมุมฉาก  

 
เราสามารถเขียน 

𝑅𝑅2  =  (𝑅𝑅 − ℎ)2 + 𝑎𝑎2 

=  𝑅𝑅2 �1−
ℎ
𝑅𝑅
�
2

+ 𝑎𝑎2 

=  𝑅𝑅2 �1− 2
ℎ
𝑅𝑅
� + 𝑎𝑎2             (ℎ ≪ 𝑅𝑅) 

=  𝑅𝑅2 − 2𝑅𝑅ℎ + 𝑎𝑎2 

ซ่ึงจะได 𝑎𝑎 = √2𝑅𝑅ℎ 

 

 

b) กำหนดให 

𝑝𝑝(𝑟𝑟)  =   
√2𝐸𝐸ℎ
𝜋𝜋𝜋𝜋

�1 −
𝑟𝑟2

𝑎𝑎2
 

เราสามารถหาแรงไดโดยการอินทิเกรต 

𝐹𝐹 =  � 𝑝𝑝(𝑟𝑟)
𝑎𝑎

0
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 

=  
2√2𝐸𝐸ℎ
𝑎𝑎

� 𝑟𝑟�1 −
𝑟𝑟2

𝑎𝑎2
𝑎𝑎

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

=  2√2𝐸𝐸ℎ𝑎𝑎� 𝑥𝑥�1 − 𝑥𝑥2
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑             �𝑥𝑥 =

𝑟𝑟
𝑎𝑎
� 

=  2√2𝐸𝐸ℎ𝑎𝑎 �−
(1 − 𝑥𝑥2)3 2⁄

3
�
0

1

 

=  
2√2

3
𝐸𝐸ℎ𝑎𝑎 

=  
4
3
𝐸𝐸√𝑅𝑅ℎ3 2⁄               �𝑎𝑎 = √2𝑅𝑅ℎ� 
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c) หาพลังงานศักยจาก 

𝑈𝑈(ℎ) =  � 𝐹𝐹
ℎ

0
𝑑𝑑ℎ′ 

=  
4
3
𝐸𝐸√𝑅𝑅� ℎ′3 2⁄

ℎ

0
𝑑𝑑ℎ′ 

=  
8

15
𝐸𝐸√𝑅𝑅ℎ5 2⁄  

 

 

d) พลังงานจลน 𝑚𝑚𝑢𝑢2 2⁄  เปลี่ยนเปนพลังงานศักย 𝑈𝑈(ℎmax) 

𝑈𝑈(ℎmax) =  
1
2
𝑚𝑚𝑢𝑢2 

8
15

𝐸𝐸√𝑅𝑅ℎmax
5 2⁄ =  

1
2
�𝜌𝜌

4
3
𝜋𝜋𝑅𝑅3�𝑢𝑢2 

ℎmax
5 2⁄  =  

5𝜋𝜋
4
𝑢𝑢2

𝑐𝑐2
𝑅𝑅5 2⁄                   �𝑐𝑐2 =

𝐸𝐸
𝜌𝜌
� 

ℎmax  =  �
5𝜋𝜋
4
�
2 5⁄

�
𝑢𝑢
𝑐𝑐
�
4 5⁄

𝑅𝑅 

 

ดังนั้น 𝛼𝛼 = (5𝜋𝜋 4⁄ )2 5⁄  และ 𝛽𝛽 = 4 5⁄  

 

 

e) ขณะที่ระยะยุบเทากับ ℎ (ℎ < ℎmax) วัตถุมีขนาดของความเร็วเทากับ 𝑣𝑣 (𝑣𝑣 < 𝑢𝑢) เราสามารถใชกฏ

อนุรักษพลังงงานเพ่ือเขียน 
1
2
𝑚𝑚𝑢𝑢2  =  

1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣2 +

8
15

𝐸𝐸√𝑅𝑅ℎ5 2⁄  

เม่ือหารตลอดดวย 𝑚𝑚𝑢𝑢2 2⁄  จะได   

1 =  �
𝑣𝑣
𝑢𝑢
�
2

+ �
ℎ

ℎmax
�
5 2⁄

            �
1
2
𝑚𝑚𝑢𝑢2  =  

8
15

𝐸𝐸√𝑅𝑅ℎmax
5 2⁄ � 

𝑣𝑣 =  𝑢𝑢�1 − �
ℎ

ℎmax
�
5 2⁄

 

𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑢𝑢�1 − �
ℎ

ℎmax
�
5 2⁄

 

กำหนดให ℎ ℎmax⁄ = 𝑥𝑥  ดังนั้น  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  
𝑢𝑢

ℎmax
�1 − 𝑥𝑥5 2⁄  
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ชวงเวลา 𝑇𝑇 ท่ีวัตถุสัมผัสกำแพง (ชวงเวลาท่ี ℎ เปลี่ยนจากศูนยเปน ℎmax และกลับมาเปนศูนยอีกครั้ง) คือ 

𝑇𝑇 =  2
ℎmax
𝑢𝑢

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

�1 − 𝑥𝑥5 2⁄

1

0
 

=  2.94
ℎmax
𝑢𝑢

 

 

f) จากสมการ 

𝑝𝑝(𝑟𝑟)  =  
√2𝐸𝐸ℎ
𝜋𝜋𝜋𝜋

�1 −
𝑟𝑟2

𝑎𝑎2
,           𝑎𝑎 =  √2𝑅𝑅ℎ 

ความดันจะมีคามากสุดท่ี 𝑟𝑟 = 0 และ ℎ = ℎmax  

𝑝𝑝max  =  
1
𝜋𝜋
�ℎmax

𝑅𝑅
𝐸𝐸 

=  
1
𝜋𝜋
��

5𝜋𝜋
4
�
2 5⁄

�
𝑢𝑢
𝑐𝑐
�
4 5⁄

𝐸𝐸 

=  
1
𝜋𝜋
�

5𝜋𝜋
4
�
1 5⁄

�
𝑢𝑢
𝑐𝑐
�
2 5⁄

𝐸𝐸 

=  �
5

4𝜋𝜋4
�
1 5⁄

�
𝑢𝑢
𝑐𝑐
�
2 5⁄

𝐸𝐸 

ดังนั้น 𝛾𝛾 = (5 4𝜋𝜋4⁄ )1/5  และ 𝛿𝛿 = 2 5⁄    

นักเรียนอาจจะใช ℎmax 𝑅𝑅⁄ = 𝛼𝛼(𝑢𝑢 𝑐𝑐⁄ )𝛽𝛽 ซึ ่งจะได 𝑝𝑝max = �√𝛼𝛼 𝜋𝜋⁄ �(𝑢𝑢 𝑐𝑐⁄ )𝛽𝛽/2𝐸𝐸 ดังนั ้น 𝛾𝛾 = √𝛼𝛼 𝜋𝜋⁄  และ 
𝛿𝛿 = 𝛽𝛽 2⁄    

 
 

g) พิจารณามุม 𝜃𝜃 ในรูป  

 

เราสามารถเขียน 𝑅𝑅 − ℎ = 𝑅𝑅 cos𝜃𝜃 หรือ ℎ = 𝑅𝑅(1 − cos𝜃𝜃) = 𝑅𝑅 𝜃𝜃2 2⁄  เม่ือมุม 𝜃𝜃 มีขนาดเล็ก ดังนั้น 

𝜃𝜃2  =  
2ℎ
𝑅𝑅  
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พิจารณาเสนตรง 𝑂𝑂𝑂𝑂 กวาดไปเปนมุม 𝜃𝜃 ภายในเวลา 𝑡𝑡 = 𝜃𝜃 𝜔𝜔⁄  และในขณะเดียวกันวัตถุก็เคลื่อนที ่ได

ระยะทาง 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 ภายในเวลา 𝑡𝑡 = 𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 𝑉𝑉⁄  ดังนั้น 
𝜃𝜃
𝜔𝜔

  =  
𝑅𝑅 sin𝜃𝜃
𝑉𝑉

 

𝑉𝑉
𝜔𝜔

 =  
𝑅𝑅 sin𝜃𝜃
𝜃𝜃

 

𝑅𝑅𝑒𝑒 =  
𝑅𝑅
𝜃𝜃 �

𝜃𝜃 −
𝜃𝜃3

6 � 

=  𝑅𝑅 �1 −
𝜃𝜃2

6 �
 

=  𝑅𝑅 �1−
ℎ

3𝑅𝑅
� 

จึงสรุปวา 𝜀𝜀 = −1 3⁄  

 

 

h) ใชสมการ 𝑁𝑁1 +𝑁𝑁2 = 𝑊𝑊 และ 𝑁𝑁2 = (1 − 𝜂𝜂)𝑁𝑁1  
𝑁𝑁1 + (1 − 𝜂𝜂)𝑁𝑁1  =  𝑊𝑊 

(2 − 𝜂𝜂)𝑁𝑁1  =  𝑊𝑊 

𝑁𝑁1  =  
𝑊𝑊

2 − 𝜂𝜂
 

จาก 𝑁𝑁2 = (1 − 𝜂𝜂)𝑁𝑁1 เราจะได 

𝑁𝑁2  =  
(1 − 𝜂𝜂)𝑊𝑊

2 − 𝜂𝜂
 

 

i) ในสภาพสมดุล เราสามารถเขียน 

(𝑁𝑁1 − 𝑁𝑁2)𝑒𝑒 =  𝑓𝑓(𝑅𝑅 − ℎ) 

จากขอ h เราสามารถหา 𝑁𝑁1 − 𝑁𝑁2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂 (2 − 𝜂𝜂)⁄  ดังนั้น  
𝜂𝜂𝜂𝜂

2 − 𝜂𝜂
𝑒𝑒 =  𝑓𝑓(𝑅𝑅 − ℎ) 

นิยามสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน 𝑓𝑓 𝑊𝑊⁄   
𝑓𝑓
𝑊𝑊

 =  
𝜂𝜂𝜂𝜂

(2 − 𝜂𝜂)(𝑅𝑅 − ℎ)
 

 

************************* จบขอ 1 ************************* 
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ขอที่ 2 ปรากฎการณทัศนศาสตรแมเหล็กของฟาราเดย (Magneto-

optical Faraday Effect)  [10 คะแนน] 
a) SOLUTION 

แทนคา 𝑧𝑧 = 0 ลงในสมการสนามไฟฟาลัพธของคลื่นแสงท่ีโจทยใหมา  

𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸0 cos(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ + 𝐸𝐸0 sin(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ ̂

จะไดสมการสนามไฟฟาลัพธ  

𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿(0, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸0 cos(−𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ + 𝐸𝐸0 sin(−𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂ = 𝐸𝐸0 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ − 𝐸𝐸0 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂ 

จากสมการเมื่อมองยอนเขาไปในทิศทางที่คลื่นแสงวิ่งเขาหาตาผูสังเกต ผูสังเกตจะเห็นสนามไฟฟาหมุนใน

ทิศทางตามเข็มนาิกา โดยสนามไฟฟาจะเปลี่ยนแปลงตามเวลาดังรูปดานลาง 
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b) SOLUTION 

เม่ือคลื่นแมเหล็กไฟฟาเคลื่อนท่ีผานวัสดุไดอิเล็กทริก สนามไฟฟา 𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿 จะทําอันตรกิริยากับอิเล็กตรอนภายใน

โมเลกุลท่ีอยูบนแกน 𝑧𝑧 ดวยแรงไฟฟา −𝑒𝑒𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿 นอกจากนี้อิเล็กตรอนยังถูกกระทําดวยแรงแมเหล็ก −𝑒𝑒𝑣⃗𝑣 × 𝐵𝐵�⃗  ทํา

ใหโมเลกุลเปลี่ยนสภาพเปนข้ัวคูไฟฟา โดยการเคลื่อนท่ีของอิเล็กตรอนจะเปนไปตามกฎการเคลื่อนท่ีของนิวตัน 

นักเรียนสามารถหาสมการการเคลื่อนท่ีของอิเล็กตรอนโดยเขียนเวกเตอรของปริมาณตาง ๆ ออกมาดังนี้ 

𝑟𝑟 = 𝑥𝑥ı̂ + 𝑦𝑦ȷ ̂ 𝐵𝐵�⃗ = 𝐵𝐵0k� 
𝑣⃗𝑣 = 𝑣𝑣𝑥𝑥ı̂ + 𝑣𝑣𝑦𝑦ȷ̂ 𝑎⃗𝑎 = 𝑎𝑎𝑥𝑥ı̂ + 𝑎𝑎𝑦𝑦ȷ̂ 

และแทนคาลงในสมการ 𝑚𝑚𝑎⃗𝑎 = −𝑚𝑚𝜔𝜔0
2𝑟𝑟 − 𝑒𝑒𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿 − 𝑒𝑒𝑣⃗𝑣 × 𝐵𝐵�⃗ − 𝑏𝑏𝑣⃗𝑣 จะได 

𝑎𝑎𝑥𝑥 = −𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 −

𝑒𝑒
𝑚𝑚
𝐸𝐸0 cos(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) −

𝑒𝑒
𝑚𝑚
𝐵𝐵0𝑣𝑣𝑦𝑦 −

𝑏𝑏
𝑚𝑚
𝑣𝑣𝑥𝑥  

𝑎𝑎𝑦𝑦 = −𝜔𝜔0
2𝑦𝑦 −

𝑒𝑒
𝑚𝑚
𝐸𝐸0 sin(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) +

𝑒𝑒
𝑚𝑚
𝐵𝐵0𝑣𝑣𝑥𝑥 −

𝑏𝑏
𝑚𝑚
𝑣𝑣𝑦𝑦 

 

 

c) SOLUTION 

โดยปกติคําตอบของสมการจะประกอบดวยคําตอบ 2 สวนคือสวนท่ีเปนการสั่นดวยความถ่ีธรรมชาติของระบบ

กับสวนท่ีเปนผลจากการขับเคลื่อนของแรงภายนอก ในธรรมชาติคําตอบสวนท่ีสั่นดวยความถ่ีธรรมชาติจะ

สลายตัว (decay) ซ่ึงเปนผลมาจากการชนกันระหวางโมเลกุล โดยสําหรับการคํานวณในกรณีนี้เรากําหนดให

คาคงท่ีการสลายตัว 𝑏𝑏 มีคานอยมากทําใหตัดออกจากสมการได แตก็มีคามากพอท่ีจะทําใหคําตอบสวนท่ีสั่นดวย

ความถ่ีธรรมชาตินั้นสลายตัว0

1 ทําใหทายท่ีสุด ดังนั้นอิเล็กตรอนจะเคลื่อนท่ีภายใตผลจากการขับเคลื่อนของแรง

ภายนอก ซ่ึงโจทยกําหนดใหมีสมการเปน 𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 cos(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ + 𝑦𝑦0 sin(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂ 

เม่ือแทน 𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 cos(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ + 𝑦𝑦0 sin(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂ ลงในสมการท่ีไดจากขอ d) ทําใหเราได

สมการเชิงเสนสองชั้นสองตัวแปร 

 𝑚𝑚𝑥𝑥0(𝜔𝜔0
2 − 𝜔𝜔2) − 𝑒𝑒𝐵𝐵0𝜔𝜔𝑦𝑦0 = −𝑒𝑒𝐸𝐸0 

และ 𝑚𝑚𝑦𝑦0(𝜔𝜔0
2 − 𝜔𝜔2) − 𝑒𝑒𝐵𝐵0𝜔𝜔𝑥𝑥0 = −𝑒𝑒𝐸𝐸0 

เม่ือแกสมการท้ังสองพรอมกันจะได 𝑥𝑥0 = 𝑦𝑦0 = Ω𝐶𝐶𝐸𝐸0
𝐵𝐵0

1
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�+Ω𝐶𝐶𝜔𝜔
 โดยท่ี Ω𝐶𝐶 = −𝑒𝑒𝐵𝐵0/𝑚𝑚 

 

 

 

 

 

1 สามารถอานเกี่ยวกับ transient solution และ steady state solution เพ่ิมเติมไดจาก http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/oscdr.html#c2 
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d) SOLUTION 

จากคําตอบขอ c) ข้ัวคูไฟฟาจะมีคาเทากับ 𝑝⃗𝑝 = −𝑒𝑒𝑟𝑟 = −𝑒𝑒𝑥𝑥0[cos(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ + sin(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂] 

ดังนั้นคาโพลาไรเซชันจะมีคาเทากับ 𝑃𝑃�⃗ = −𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥0[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂] 

จากโจทยเราสามารถเขียนโพลาไรเซชันไดเปน  

𝑃𝑃�⃗ = 𝜖𝜖0(𝐾𝐾𝐿𝐿 − 1)𝐸𝐸0[cos(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ + sin(𝑘𝑘𝐿𝐿𝑧𝑧 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂] 
จากการเปรยีบเทียบโพลาไรเซชันจากสองสมการ เราจะไดคาคงท่ีไดอิเล็กทริกเทากับ 

𝐾𝐾𝐿𝐿 = 1 +
𝑒𝑒2𝑁𝑁
𝑚𝑚𝜖𝜖0

1

(𝜔𝜔02 − 𝜔𝜔2) − 𝑒𝑒𝐵𝐵0𝜔𝜔
𝑚𝑚

 

คาดัชนีหักเหแสง 𝑛𝑛𝐿𝐿 มีคา 𝑛𝑛𝐿𝐿 = �𝐾𝐾𝐿𝐿 = �1 + 𝑒𝑒2𝑁𝑁
𝑚𝑚𝜖𝜖0

1

�𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2�−𝑒𝑒𝐵𝐵0𝜔𝜔𝑚𝑚

 

 

e) SOLUTION 

สนามไฟฟาจะหมุนในทิศทางทวนเข็มนาิกาเม่ือผูสังเกตมองยอนกับทิศทางการเคลื่อนท่ีของคลื่น 

 

f) SOLUTION 

ในกรณีของคลื่นแมเหล็กไฟฟาท่ีมีสนามไฟฟาเปน 𝐸𝐸�⃗ 𝑅𝑅 สนามไฟฟาจะหมุนในทิศทางทวนเข็มนาิกาเม่ือผูสังเกต

มองยอนกับทิศทางการเคลื่อนท่ีของคลื่น ดังนั้นข้ัวคูไฟฟาจะถูกเหนี่ยวนําในทิศทางตรงขามกับกรณีของ 𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿 

ดังนั้นสมการ 𝑛𝑛𝑅𝑅 จะมีรูปแบบเหมือนกับสมการ 𝑛𝑛𝐿𝐿 ยกเวนความถ่ีเชิงมุม 𝜔𝜔 จะเปลี่ยนไปเปน −𝜔𝜔 ดัชนีหักเห

แสง 𝑛𝑛𝑅𝑅 จึงมีสมการเปน 𝑛𝑛𝑅𝑅 = �𝐾𝐾𝑅𝑅 = �1 + 𝑒𝑒2𝑁𝑁
𝑚𝑚𝜖𝜖0

1

�𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2�+𝑒𝑒𝐵𝐵0𝜔𝜔𝑚𝑚

 

 

g) SOLUTION 

เขียน 1
2
𝐸𝐸�⃗ 𝑅𝑅 + 1

2
𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿 ทําใหได 𝑎𝑎𝑅𝑅 = 𝑎𝑎𝐿𝐿 = 1

2
 

 

h) SOLUTION 

นักเรียนตองสังเกตวาคลื่นแมเหล็กไฟฟา 𝐸𝐸�⃗ (𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸0 cos(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ สามารถเขียนใหอยูในรูป 

𝐸𝐸�⃗ (𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = �
𝐸𝐸0
2

cos(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) 𝚤𝚤̂ −
𝐸𝐸0
2

sin(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) 𝚥𝚥̂�

+ �
𝐸𝐸0
2

cos(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) 𝚤𝚤̂ +
𝐸𝐸0
2

sin(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔)𝚥𝚥̂� =
1
2
𝐸𝐸�⃗ 𝑅𝑅 +

1
2
𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿 
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เม่ือคลื่นแสงเคลื่อนท่ีเขาไปในตัวกลาง ความยาวคลื่นจะเปลี่ยน (โดยท่ีความถ่ียังมีคาเทาเดิม) จาก 𝜆𝜆 เปน 𝜆𝜆
𝑛𝑛
  

เม่ือ 𝑛𝑛 คือคาดัชนีหักเหแสง ซ่ึงทําใหเลขคลื่นเปลี่ยนจาก 𝑘𝑘 ไปเปน 𝑛𝑛𝑛𝑛 ดังนั้นคลื่นองคประกอบของคลื่นแสง

โพลาไรซเชิงเสน 𝐸𝐸�⃗ 𝐿𝐿 และ 𝐸𝐸�⃗ 𝑅𝑅 จะเคลื่อนท่ีดวยอัตราเร็วท่ีไมเทากัน โดยคลื่นลัพธจะมีสมการเปน 

𝐸𝐸�⃗ (𝑧𝑧, 𝑡𝑡) =
𝐸𝐸0
2

cos(𝑛𝑛𝑅𝑅𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂ −
𝐸𝐸0
2

sin(𝑛𝑛𝑅𝑅𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ȷ̂ +
𝐸𝐸0
2

cos(𝑛𝑛𝐿𝐿𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) ı̂

+
𝐸𝐸0
2

sin(𝑛𝑛𝐿𝐿𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔)ȷ̂

=
𝐸𝐸0
2

[cos(𝑛𝑛𝑅𝑅𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) + cos(𝑛𝑛𝐿𝐿𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔)]ı̂

−
𝐸𝐸0
2

[sin(𝑛𝑛𝑅𝑅𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) − sin(𝑛𝑛𝐿𝐿𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔)]ȷ̂ 

หลังจากนั้นเราจะทําการใชความสัมพันธ cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 = 2 cos �𝐴𝐴+𝐵𝐵
2
� cos �𝐴𝐴−𝐵𝐵

2
� และ 

sin𝐴𝐴 − sin𝐵𝐵 = 2 cos �𝐴𝐴+𝐵𝐵
2
� sin �𝐴𝐴−𝐵𝐵

2
� สมการ 𝐸𝐸�⃗ (𝑧𝑧, 𝑡𝑡) จะกลายเปน 

𝐸𝐸�⃗ (𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸0 �cos �
(𝑛𝑛𝑅𝑅 − 𝑛𝑛𝐿𝐿)

2
𝑘𝑘𝑘𝑘� ı̂ − sin �

(𝑛𝑛𝑅𝑅 − 𝑛𝑛𝐿𝐿)
2

𝑘𝑘𝑘𝑘� ȷ̂� 

× cos �
(𝑛𝑛𝑅𝑅 + 𝑛𝑛𝐿𝐿)

2
𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜔𝜔𝜔𝜔� 

สมการ S.1 

จากสมการ S.1 คลื่นแสงจะมี 𝑘𝑘𝑇𝑇 = (𝑛𝑛𝑅𝑅+𝑛𝑛𝐿𝐿)
2

𝑘𝑘 และมุมท่ีระนาบโพลาไรซของสนามไฟฟาบิดไปมีคาเทากับ 

𝜙𝜙 = − (𝑛𝑛𝑅𝑅−𝑛𝑛𝐿𝐿)
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = − (𝑛𝑛𝑅𝑅−𝑛𝑛𝐿𝐿)
2

2𝜋𝜋
𝜆𝜆

 𝐿𝐿 = −𝜋𝜋𝜋𝜋
𝜆𝜆

(𝑛𝑛𝑅𝑅 − 𝑛𝑛𝐿𝐿)  

คา 𝜙𝜙 มีคาติดลบเพราะวาจากสมการ S.1 ระนาบการสั่นของสนามไฟฟาจะบิดในทิศทางตามเข็มนาิกาเม่ือ

มองยอนเขาไปในทิศทางท่ีแสงเคลื่อนท่ี 

 

 

i) SOLUTION 

เราสามารถทําการประมาณคาคงท่ีของเวอรเดตไดดังนี้ 

เริ่มจากเราพิจารณาเทอม 𝑛𝑛𝐿𝐿2 : 𝑛𝑛𝐿𝐿2 = 1 + 𝑒𝑒2𝑁𝑁
𝑚𝑚𝜖𝜖0

1
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
1

1+ 𝜔𝜔Ω𝐶𝐶
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�

 

 = 1 + 𝑒𝑒2𝑁𝑁
𝑚𝑚𝜖𝜖0

1
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
�1 + 𝜔𝜔Ω𝐶𝐶

�𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2�

�
−1

 

 ≈ 1 + 𝑒𝑒2𝑁𝑁
𝑚𝑚𝜖𝜖0

1
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
�1 − 𝜔𝜔Ω𝐶𝐶

�𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2�

� 

 ≈ 𝑛𝑛02 −
𝑒𝑒2𝑁𝑁
𝑚𝑚𝜖𝜖0

𝜔𝜔Ω𝐶𝐶
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�2
 

 ≈ 𝑛𝑛02 − (𝑛𝑛02 − 1) 𝜔𝜔Ω𝐶𝐶
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
 

 ≈ 𝑛𝑛02 �1 −
�𝑛𝑛02−1�
𝑛𝑛02

𝜔𝜔Ω𝐶𝐶
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
� 
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ดังนั้น 𝑛𝑛𝐿𝐿 ≈ 𝑛𝑛0 �1 −
�𝑛𝑛02−1�
𝑛𝑛02

𝜔𝜔Ω𝐶𝐶
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
�
1
2
≈ 𝑛𝑛0 �1 −

1
2
�𝑛𝑛02−1�
𝑛𝑛02

𝜔𝜔Ω𝐶𝐶
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
� ≈ 𝑛𝑛0 + 𝑒𝑒𝑒𝑒

2𝑚𝑚
�𝑛𝑛02−1�
𝑛𝑛0

𝜔𝜔
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
 

ทํานองเดียวกัน 𝑛𝑛𝑅𝑅 ≈ 𝑛𝑛0 −
𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑚𝑚

�𝑛𝑛02−1�
𝑛𝑛0

𝜔𝜔
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
 

แทนคาลงในสมการ 𝜙𝜙 = 𝜋𝜋ℓ
𝜆𝜆

(𝑛𝑛𝐿𝐿 − 𝑛𝑛𝑅𝑅) จะได 𝜙𝜙 ≈ 𝜋𝜋ℓ
𝜆𝜆
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑚𝑚

�𝑛𝑛02−1�
𝑛𝑛0

𝜔𝜔
�𝜔𝜔0

2−𝜔𝜔2�
 

แทน 𝜆𝜆 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝜔𝜔

 เราจะได 𝜙𝜙 ≈ 𝜋𝜋ℓ
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑚𝑚

�𝑛𝑛2−1�𝜔𝜔2

𝑛𝑛�𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2�

≈ 𝑒𝑒
2𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑛𝑛0
2−1
𝑛𝑛0

� � 𝜔𝜔2

𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2� ℓ𝐵𝐵  

ดังนั้นคาคงท่ีของเวอรเดตมีคาประมาณ 𝑉𝑉 ≈ 𝑒𝑒
2𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑛𝑛0
2−1
𝑛𝑛0

� � 𝜔𝜔2

𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2� และ 𝑉𝑉0 = 𝑒𝑒

2𝑚𝑚𝑚𝑚
 

 

j) SOLUTION 

นักเรียนสามารถคํานวณหาคาคงท่ีของเวอรเดตไดดังนี้ 

คํานวณคาของ 𝜔𝜔 ท่ีความยาวคลื่น 510 nm จะได 𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋
510×10−9

= 3.696 … × 1015 rad s–1 

คํานวณคาของ 𝑛𝑛0 จาก 𝑛𝑛0 = �1 + 1.265×5102

5102−96.652
= 1.521 

อานคา 𝛾𝛾 จากกราฟ ได 𝛾𝛾 = 0.788  

แปลงคา 96.65 nm ใหเปน 𝜔𝜔0 จะได 𝜔𝜔0 = 1.950 × 1016 rad s–1 

แทนคาท้ังหมดลงในสมการ 𝑉𝑉 = 𝛾𝛾 𝑒𝑒
2𝑚𝑚𝑚𝑚

�𝑛𝑛0
2−1
𝑛𝑛0

� � 𝜔𝜔2

𝜔𝜔0
2−𝜔𝜔2� จะได 𝑉𝑉 = 7.41 rad m–1 T–1 

 

k) SOLUTION 

นักเรียนสามารถคํานวณมุม 𝜙𝜙 ท่ีบิดไปไดดังนี้ 

แทนคาลงในสมการ 𝜙𝜙 = 7.415 × 0.10 × 5.0 × 10−3 = 3.707 × 10−3 rad 

แปลงมุมใหอยูในหนวยองศา 𝜙𝜙 = 3.707 × 10−3 × 180∘

𝜋𝜋
= 0.212 องศา 

 

************************* จบเฉลยขอ 2 ************************* 
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ขอที่ 3 Quantum Capacitance [10 คะแนน] 

a.) SOLUTION 

จากกฎของเกาสจะไดวา  

�𝐷𝐷��⃗ ⋅ 𝑑𝑑𝐴𝐴 = �𝜖𝜖𝑟𝑟𝐸𝐸�⃗ ⋅ 𝑑𝑑𝐴𝐴 =  −𝜖𝜖𝑟𝑟𝐸𝐸𝐸𝐸 + 0 =
𝑄𝑄
𝜖𝜖0

 → 𝐸𝐸 =
−𝑄𝑄
𝐴𝐴𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0

 

จาก 𝑉𝑉 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 และ 𝑛𝑛 = 𝑄𝑄
(−𝑒𝑒)𝐴𝐴

  จะไดวา 

𝑉𝑉 = −
𝑄𝑄𝑄𝑄
𝐴𝐴𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0

=
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0

 

ดังนั้น 

𝑛𝑛 = �
𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0
𝑒𝑒𝑒𝑒

�𝑉𝑉 

 

b.) SOLUTION 

จากนิยามของคาความจุซ่ึงเทากับ 𝑄𝑄/𝑉𝑉 จะไดวาคาความจุตอพ้ืนท่ีคือ 

𝐶𝐶𝐺𝐺 ≡
|𝑄𝑄|
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑉𝑉

=
𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0
𝑑𝑑

  

c.) SOLUTION 

เนื่องจากระยะหางระหวางตําแหนงบัพท่ีอยูติดกันคือ 𝜆𝜆/2 ดังนั้น 
ความยาวคลื่นท่ีมากท่ีสุดอันดับท่ี 1 เกิดข้ึนเม่ือ 𝑎𝑎 = 𝜆𝜆/2 → 𝜆𝜆 = 2𝑎𝑎 

ความยาวคลื่นท่ีมากท่ีสุดอันดับท่ี 2 เกิดข้ึนเม่ือ 𝑎𝑎 = 2(𝜆𝜆/2) → 𝜆𝜆 = 𝑎𝑎 

ในกรณีท่ี 𝑛𝑛� ใดๆ ปลายท้ังสองขางจะเปนตําแหนงบัพไดก็ตอเม่ือ 𝑎𝑎 = 𝑛𝑛�(𝜆𝜆/2) โดยท่ี 𝑛𝑛� = 1, 2, 3, … 

ดังนั้นคาความยาวคลื่นท่ีเปนไปไดของอิเล็กตรอนคือ 

𝜆𝜆𝑛𝑛� =
2𝑎𝑎
𝑛𝑛�

 ;  𝑛𝑛� = 1, 2, 3, …  

 
d.) SOLUTION 

จากความสัมพันธตามหลักของเดอบรอยล เราจะไดคาโมเมนตัมของอิเล็กตรอนเปน 

𝑝𝑝𝑛𝑛� =
ℎ
𝜆𝜆𝑛𝑛�

 =
ℎ

2𝑎𝑎
𝑛𝑛� 

ดังนั้นพลังงานจลนของอิเล็กตรอนคือ  

𝐸𝐸𝑛𝑛� =  
𝑝𝑝𝑛𝑛�2

2𝑚𝑚
=  

ℎ2

8𝑚𝑚𝑎𝑎2
 𝑛𝑛�2 
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e.) SOLUTION 

อิเล็กตรอนจะถูกใสไปท่ีสถานะท่ีมีพลงังานตํ่าสุดกอน ดังนั้นอิเล็กตรอนจะถูกใสไปในระดับพลังงานท่ีมีคา 𝑛𝑛� 

นอยท่ีสุดกอน อีกท้ังในแตละคาระดับพลังงาน 𝐸𝐸𝑛𝑛�  จะสามารถใสอิเล็กตรอนไดสองตัวเนื่องจาก (𝜆𝜆𝑛𝑛� , ↑) 

และ (𝜆𝜆𝑛𝑛� , ↓)  มีพลังงานท่ีเทากัน ดังนั้นอิเล็กตรอนสองตัวแรกท่ีใสเขาไปจะอยูท่ีสถานะ (𝜆𝜆1, ↑) และ 

(𝜆𝜆1, ↓) อิเล็กตรอนตัวท่ีสามและสี่จะไมสามารถอยูท่ีชั้นพลังงาน 𝑛𝑛� = 1 ไดอีกเนื่องจากถูกครอบครองจน

เต็ม จึงตองถูกใสในระดับพลังงานถัดไปท่ี 𝑛𝑛� = 2 ดังนั้นอิเล็กตรอนตัวท่ีสามและสี่จะอยูในสถานะ (𝜆𝜆2, ↑) 

และ (𝜆𝜆2, ↓)  สรุปคืออิเล็กตรอน ตัวจะครอบครองสถานะ 
(𝜆𝜆1, ↑), (𝜆𝜆1, ↓), (𝜆𝜆2, ↑), (𝜆𝜆2, ↓) =  (2𝑎𝑎, ↑), (2𝑎𝑎, ↓), (𝑎𝑎, ↑), (𝑎𝑎, ↓) 

 

 

f.) SOLUTION 

สําหรับกรณีท่ี 𝑁𝑁 เปนเลขคูระดับพลังงาน 𝑛𝑛� สูงสุดท่ีถูกครอบครองคือ 𝑛𝑛� = 𝑁𝑁/2 เนื่องจากแตละระดับ

พลังงานสามารถใสอิเล็กตรอนไดสองตัวจากสปนข้ึนและลง ดังนั้นพลังงานจลนสูงสุดคือ 

𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝐸𝐸𝑁𝑁
2

=
ℎ2

8𝑚𝑚𝑎𝑎2
 �
𝑁𝑁
2
�
2

 

 

สําหรับกรณีท่ี 𝑁𝑁 เปนเลขค่ีระดับพลังงาน 𝑛𝑛� สูงสุดท่ีถูกครอบครองคือ 𝑛𝑛� = 𝑁𝑁−1
2

+ 1 = (𝑁𝑁 + 1)/2 

ดังนั้นพลังงานจลนสูงสุดคือ 

𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝐸𝐸𝑁𝑁+1
2

=
ℎ2

8𝑚𝑚𝑎𝑎2
 �
𝑁𝑁 + 1

2
�
2

 

 

g.) SOLUTION 

เราตองการใหพลังงานความรอนมีคานอยกวาระยะหางระหวางระดับพลังงานท่ีติดกัน นั่นคือ 

𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 < 𝐸𝐸𝑛𝑛�+1 − 𝐸𝐸𝑛𝑛� =  
ℎ2

8𝑚𝑚𝑎𝑎2
(2𝑛𝑛� + 1) 

𝑎𝑎2 <
ℎ2

8𝑚𝑚𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇
(2𝑛𝑛� + 1) 

สําหรับการแยกทุกระดับพลังงานใหออก คา 𝑛𝑛� ตองเปน 1 เพ่ือใหคา 𝐸𝐸𝑛𝑛�+1 − 𝐸𝐸𝑛𝑛�  มีคานอยท่ีสุด ดังนั้น 

𝑎𝑎 < �
3ℎ2

8𝑚𝑚𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇
�
1/2

 

 

ดังนั้นความกวางท่ีมากท่ีสุดท่ียังสามารถแยกทุกระดับพลังงานไดท่ี 𝑇𝑇 = 300 K คือ  



เฉลยขอสอบภาคทฤษฎีขอ 3 
การแขงขันฟสิกสโอลิมปกระดับชาติ คร้ังที่ 22 

โรงเรียนเตรียมทหาร สถาบันวิชาการปองกันประเทศ 

วันที่ 8 พฤษภาคม พ.ศ. 2566 

หนา 3/4 

 

𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = �
3ℎ2

8𝑚𝑚𝑘𝑘𝐵𝐵(300 K)
�
1/2

= 6.60 × 10−9 m 

 
 

h.) SOLUTION 

แผนโลหะอยูท่ีคาศักยไฟฟาเปน 0 เนื่องจากตออยูกับสายดิน 

โจทยกําหนดใหพลังงานตอนเริ่มตนของอิเล็กตรอนในแผนโลหะเปนศูนยเม่ือ 𝑉𝑉 = 0 เราจะไดวาพลังงานจลน

ของอิเล็กตรอน 𝐸𝐸𝑘𝑘 = 0  เม่ือใสความตางศักย 𝑉𝑉 เพราะระดับพลังงานจลนไมมีการเปลี่ยนแปลงเนื่องจาก

พลังงานอยูชิดกันมาก ดังนั้น 
𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑈𝑈𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐸𝐸𝑘𝑘 = 0 

 

i.) SOLUTION 

จากขอ a และ b เราไดความสัมพันธระหวางจํานวนอิเล็กตรอนตอพ้ืนท่ี 𝑛𝑛 และศักยไฟฟา 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 เปน 

𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =
𝑒𝑒𝑒𝑒

�𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0𝑑𝑑 �
=
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝐶𝐶𝐺𝐺

 

ดังนั้น  

𝑈𝑈𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = (−𝑒𝑒)(−𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒) =
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝐶𝐶𝐺𝐺

=
𝑒𝑒2𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0

  

 

 

j.) SOLUTION 

สําหรับแผนแกรฟนพลังงานรวมของอิเล็กตรอนมาจากพลังงานศักยไฟฟา 𝑈𝑈𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 เนื่องจากสนามไฟฟาระหวาง

ตัวเก็บประจุและพลังงานจลน 𝐸𝐸𝐹𝐹 ท่ีเพ่ิมข้ึนจากหลักการกีดกันของเพาลี  
𝐸𝐸𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑈𝑈𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐸𝐸𝐹𝐹 

 

และจากโจทยให  

𝐸𝐸𝐹𝐹 = ℏ𝑣𝑣𝐹𝐹√𝜋𝜋𝜋𝜋  

เราจะไดวา 

𝐸𝐸𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝐶𝐶𝐺𝐺

+ ℏ𝑣𝑣𝐹𝐹√𝜋𝜋𝜋𝜋 − 0 = 𝑒𝑒𝑒𝑒 
 

แกสมการโดยมองเปนสมการพหุนามกําลังสองของ √𝑛𝑛 จะได 𝑛𝑛 เทากับ 
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𝑛𝑛 = �−
ℏ𝑣𝑣𝐹𝐹√𝜋𝜋𝐶𝐶𝐺𝐺

2𝑒𝑒2
+ �ℏ

2𝑣𝑣𝐹𝐹2𝜋𝜋𝐶𝐶𝐺𝐺2

4𝑒𝑒4
+
𝐶𝐶𝐺𝐺𝑉𝑉
𝑒𝑒
�

2

 

ดังนั้น  

𝑛𝑛0 =
ℏ2𝑣𝑣𝐹𝐹2𝜋𝜋𝐶𝐶𝐺𝐺2

4𝑒𝑒4
 

 

 

k.) SOLUTION 

จากสมการในขอ h ท่ีวา  

𝐸𝐸𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝐶𝐶𝐺𝐺

+ 𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝑒𝑒𝑒𝑒 
จะไดวา 

1
𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

≡
1
𝑒𝑒
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
𝐶𝐶𝐺𝐺

+
1
𝑒𝑒2
𝑑𝑑𝐸𝐸𝐹𝐹
𝑑𝑑𝑑𝑑

   

ดังนั้น 

𝐶𝐶𝑄𝑄 = 𝑒𝑒2 �
𝑑𝑑𝐸𝐸𝐹𝐹
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
−1

=
2𝑒𝑒2

ℏ𝑣𝑣𝐹𝐹√𝜋𝜋
√𝑛𝑛 

 

l.) SOLUTION 

แทนคาตัวแปรตางๆจะไดวา 𝐶𝐶𝐺𝐺 = 𝜖𝜖𝑟𝑟𝜖𝜖0
𝑑𝑑

= 1.15 × 10−4 F/m2 ดังนั้น 

สําหรับกรณีตัวเก็บประจุทําจากแผนโลหะสามมิติท้ังคู (กรณีขอ a) 
𝑛𝑛metal = 7.18 × 1012 m−2 

สําหรับกรณีท่ีแผนหนึ่งเปนแกรฟน (กรณีขอ j) 
𝑛𝑛graphene = 5.02 × 1012 m−2 
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